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1. Wstep

Podczas zderzenia dwoch cial statych powstaje sita wzajemnego oddzialywania, zwana
sitag uderzenia. Jest ona wypadkowa lokalnych naprezen normalnych, jakie powstaja na
powierzchni styku cial. Obszary otaczajace te powierzchnie stajg sig Zrodlem intensywne
fali naprezen, ktéra rozprzestrzenia si¢ po catej objetosci cial. Gdy fala ta dotrze do po-
wierzchni granicznych ulega wielokrotnym odbiciom. Procesom tym towarzyszy dysy-
pacja energii i «rozmywanie» czota fali naprezen.

Dlatego w teoretycznym ujeciu procesu zderzenia wyodrebniamy odksztalcenia lokalne,
ktére powstaja w obszarze bliskim miejsca styku, oraz odksztalcenia ogdlne, ktére sa
zwiazane z drganiami wiasnymi cial sprezystych.

W klasycznej teorii uderzenia nie operuje si¢ zasadniczo pojg¢ciem sity uderzenia, a jedy-
nie jej impulsem. Wykorzystujac zasady zmiennosci oraz zachowania pedu, wzupelnione
dodatkowo hipoteza odnoénie restytucji impulsu w fazie odcigzania, mozemy ta droga
okresli¢ jedynie predkosci ciat po zderzeniu oraz warto$¢ impulsu uderzenia.

Jednakze klasyczna teoria uderzenia nie daje zadnej informacji odnosnie sity uderzenia.
Tymczasem ta wiadnie wielko$¢ z oczywistych powoddw stanowi punkt wyjscia we wszel-
kich obliczeniach wytrzymato$ciowych elementéw, ktére poddane sg obcigZzeniom uda-
rowyim.

Wprowadzony przez Newtona do teorii uderzenia wspotczynnik restytucji R(0 <CR << 1)
charakteryzuje stopief sprezystosci zderzenia; gdy R = 0 méwimy, ze uderzenie jest pla-
styczne, dla R = 1 — sprezyste, za$ przy wartosciach posrednich wystepuje uderzenie spre-
zysto-plastyczne lub niesprezyste. Nalezy jednak stwierdzi¢, iz s to okredlenia tylko
umowre.

Aby wyjasnié te kwestie zauwazymy, ze zgodnie z twierdzeniem Carnota, wspotczynnik
restytucji jest miarg straty energii kinetycznej (AT) cial bioracych udzial w zderzeniu.
Mianowicie, jezeli dwa ciala o masach m,, m, zderzaja sie z predkoécia wzgledna v, =
=9,—v,, to wowczas

(1.1) AT = T— T'=%(1—R2)m,vf,
gdzie
s
T m1+n12 ’

T, T’ — energia kinetyczna ciat przed i po zderzeniu.
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Ale energia AT zostaje zamieniona w sposéb nieodwracalny zaréwno na pracg lokal-
nych odksztalcef plastycznych (L), jak i w energi¢ drgan sprezystych (E,), czyli energie
odksztalcen ogdlnych.

W zaleznosci od uksztaltowania powierzchni ciat w miejscu zderzenia, jak i w zalez-
nosci od ogdlnej konfiguracji cial (pret, belka, plyta, ciato kuliste itd.), wielkodci L, i E;
moga mie¢ rozmaity udzial w ubytku energii A7. Wiadomo np., ze przy zderzeniu cial
o budowie zwarte] znikomo mala cze$¢ energii zderzenia zostaje zwiazana w postaci
energii drgad. W tym przypadku warto$¢ R =~ 0 bedzie §wiadczy¢ o tym, Ze prawie cata
energia AT zostala zamieniona na pracg odksztalcen plastycznych, a wigc okre$lenie
«uderzenie plastyczne» odzwierciedla tu faktyczny stan rzeczy.

Nieco odmienna sytuacja wystepuje przy kolinearnym zderzeniu dwdch pretow pro-
stych. W tym przypadku stosunek energii E,;/47 moze przyjmowaé dowolne wartosci
z przedzialu (0; 1) i to samo moZna powiedzie¢ o wspdiczynniku restytucji. W szczegdl-
noéci oznacza to, iz moze by¢ R <€ 1 mimo iz Z2aden pret nie doznat w ogdle odksztalcen
plastycznych.

Wspdlczynnik restytucji, jako wielko§¢ wyznaczona doswiadczalnie, ujmuje facznie
obie wspomniane straty. Wyznaczanie tego wspoiczynnika nie nastrecza na ogdt trudnosdci
pomiarowych, dzieki czemu dysponujemy dzi§ w tym zakresie do$¢ bogatym materiatem
doswiadczalnym. Jednakze wspommiany brak klasycznej teorii uderzenia, polegajacy na
niemoznosci obliczenia sily uderzenia sprawia, iz znajomo$é wspélczynnika restytucji
nie zaspokaja jeszcze w pelni potrzeb projektanta w przedmiocie danych wyjéciowych,
niezbednych do obliczenn wytrzymalo§ciowych. Bezpoéredni za§ pomiar sily uderzenia
jest wprawdzie mozliwy, jednakze wiaze sig z konieczno$cia uzycia specjalnych czujnikéw
i skomplikowanej aparatury elektronicznej, a poza tym mozliwy jest do przeprowadzenia
na juz istniejacym obiekcie lub modelu.

Z tych wzgledéw niewatpliwie celowa wydaje sie préba powiazania wspéiczynnika
restytucji z maksymalng sita vderzenia P,. Ustalenie takiego zwigzku daloby projektan-
tom wygodne narzedzie do obliczenia tak waznej wielko$ci wyjsciowej,' jaka jest sita P,

Celem niniejszej pracy jest wyprowadzenie wzoréw umozliwiajacych obliczenie maksy-
malnej sity uderzenia, gdy znany jest wspSiczynnik restytucji oraz niektdre inne wielkoSci
dajace sie fatwo zmierzy¢, jak predkosci odbicia i trwale odksztalcenie lokalne.

Wyprowadzimy takZe wzoér na dlugotrwalo$¢ uderzenia sprezysto-plastycznego. Cel
ten osiagniemy na drodze ¢lementarnych rozwazan matematycznych w oparciu o niektére
wyniki lokalnej teorii uderzenia sprezysto-plastycznego [1, 2].

W toku dalszych rozwazan bedziemy postugiwaé si¢ m.in. modelem tzw. ciala guasi-
sztywnego. Jest to cialo, ktdre pod dzialaniem zewngtrznych sit skupionych doznaje wy-
lacznie odksztalceni lokalnych. Poza tym okreélenie to nie precyzuje charakteru tych od-
ksztalcen, ktére moga by¢ wylacznie sprezyste lub sprezysto-plastyczne. Modelem ciala
quasi-sztywnego postugiwat si¢ Hertz proponujac teori¢ zderzenia, w ktérej wykorzystat
wyniki swej statycznej teorii zagadnien stykowych. Wiadomo bowiem, Zze w quasi-sta-
tycznej, lokalnej teorii uderzenia (zwanej dalej krétko teoria Hertza) nie bierze si¢ pod
uwage odksztalcen ogdlnych cial biorgeych udziat w zderzeniu, a jedynie ich odksztal-
cenia lokalne. Takie podejécie pozwala jednak okredli¢ zaréwno maksymalng sile (Pn);
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jak i dlugotrwalo$¢ () uderzenia sprezystego. Rzecz w tym, iz uderzenie sprezyste jest
tylko wyidealizowanym przypadkiem, za§ kazde zderzenie cial rzeczywistych jest nie-
sprezyste, w sensie nieréwnosci R < 1.

2. Charakterystyka metody postepowania

Przyjmujemy nastgpujacy schemat rozumowania, ktére doprowadzi do ustawienia
zaleznosci P,, = f(R).

Calkowita strata energii kinetycznej przy zderzeniu dwdch ciat rzeczywistych o dowol-
nej konfiguracji zwigzana jest z pojawieniem si¢ odksztalcen plastycznych oraz ze wzbu-
dzeniem drgan sprezystych. Zatem

@.1) AT = L+ E,.

Wezmy najpierw pod uwage zderzenie niesprezyste cial quasi-sztywnych. W tym wy-
idealizowanym przypadku cala strata energii uderzenia zwiagzana jest wylacznie z praca
lokalnych odksztalcen plastycznych. Jezeli stopien sprezystosci takiego zderzenia scharak-
teryzujemy za pomoca wspotczynnika restytucji R,(0 < R, < 1), to zgodnie z twierdze-
niem Carnota

1 2
.2) L, =% (1—RZ)m,v}.

Z kolei wezmy pod uwage drugi przypadek, mianowicie zderzenie ciat Hooke’a. Strata
energii kinetycznej zwigzana jest wowczas wylacznie ze wzbudzeniem drgan sprezystych.
Mozna przeto mowic tutaj o niesprezystym zderzeniu cial idealnie sprezystych. Charakte-
ryzujac stopien sprezystosci takiego zderzenia za pomoca wspolczynnika Ry (0 < Ry << 1)
napiszemy podobnie, jak poprzednio

(2.3) E, =%(1—R5‘)m,vf.

Podstawienie wzoréw (1.1), (2.2) i (2.3) do réwnosci (2.1) daje
1—R? = (1— R)+(1—R3),

skad

2.4) R® = RE4+Ri—1.

Jezeli potrafimy wspolczynniki restytucji R, i Ry powiazaé z maksymalng sila uderzenia,
to ze wzoru (2.4) znajdziemy poszukiwany zwiazek P, = f(R). Zagadnienie to rozwigzemy
w nastgpnych paragrafach. W tym celu musimy rozpatrzy¢ oddzielnie oba wspomniane
przypadki, tzn. zderzenie cial quasi-sztywnych, a nastgpnie zderzenie cial Hooke’a.

Przedtem jednak celowe bedzie przypomnie¢ niektére wyniki teorii Hertza.

3. Sprezyste zderzenie cial quasi-sztywnych

U podstaw teorii Hertza lezy zaloZenie, iz przy zderzeniu cial quasi-sztywnych rozkiad
(lecz nie warto$¢!) naprezen stykowych jest identyczny, jak przy statycznym nacisku wza-
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jemnym cial. Konsekwencjq tego zalozenia jest przyjecie zaleZnosci pomigdzy sita sty-
kowa PUD i zblizeniem a w postaci znanego wzoru

3.1) PO = o, o312

ktéry wyprowadza sie w oparciu o zalozenia statycznej teorii zagadnien stykowych. Stala
ky zalezy od geometrii powierzchni w otoczeniu punktu (linii) styku i od stalych sprezy-
sto$ci materiatu.

P A
piH)

2

7
e

&<
R g L L

(H)
m

Rys. 1

Wykresem funkcji (3.1) jest krzywa Oh na rys. 1. Pole Ohn pod ta krzywa obrazuje
energi¢ sprezystosci U; odksztalced lokalnych, ktéra réwna sig¢ energii kinetycznej stra-
conej w pierwszej fazie uderzenia.

Wykorzystujac ten fakt oblicza sig maksymalng sil¢ zderzenia

3/s
(3.2) P — 1 (%mv)
oraz maksymalne zblizenie
A
3.3 an — = T
-3 =57

W drugiej fazie uderzenia nastepuje sprezyste odcigzenie, a wiec obowiazuje nadal
zaleznos$¢ (3.1), za$§ krzywa hO jest zarazem krzywa odcigzenia. Jak z tego wynika teoria
Hertza opisuje zderzenie sprezyste (R = 1) cial quasi-sztywnych, jako ze odksztalcenia
ogdlne sa tu pomijane.

4. Niesprezyste zderzenie cial quasi-sztywnych

W tym przypadku strata energii uderzenia zwigzana jest wylacznie z wystapieniem
trwalych odksztalfcer lokalnych, czyli

4.1) L, =%(1—R,2,) m, 2.
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Proces uderzenia ma nastgpujacy przebieg. Poczatkowo odksztalcenia sa wylacznie
sprezyste, a wigc zwiazek pomigdzy sila stykowa 1 zblizeniem ma postaé¢ (3.1). W miarg
jak sita ta zwigksza sig, wzrasta wytezenie materialu, az przy wartoéci P = P, osiaga ono
warto$§¢ graniczna. Gdy P > P,, zaczynajg sie rozwija¢ lokalne odksztalcenia plastyczne.

Doswiadczenia polegajace na dynamicznym wgniataniu kulki w prébke stalowa, a takze
teoretyczne rozwiazanie pewnego pokrewnego zagadnienia statycznego wykazuja, Ze
istnieje liniowa zalezno$¢ pomiedzy sita stykowa a lokalnym odksztalceniem plastycznym.
Wobec tego w zakresie posprezystym bedzie

P 2/3 P—
(4.2) o = (_) + Py dla P = P,

k u k p

k,— stala. Obrazem tej zaleznosci na rys. 2 jest odcinek krzywoliniowy pm, ktéry otrzy-
muje si¢ przez dodanie do krzywej Hertza odcigtych wykresu P,Q. Wykres ten obrazuje
zalezno$¢ migdzy sita stykowa i plastyczna sktadowsa zblizenia cial.

Po osiagnigcin przez site stykowa wartosci maksymalnej (P = P,,) nastepuje faza spre-
Zystego odcigzania, podczas ktdrej sita maleje do zera. Jednakze dzieki odksztalceniom
plastycznym rozwinigtym w fazie obciaZania pozostaje trwale zblizenie a = o.

P

e m
7 |
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|

k o

[0 47 o @

Rys. 2

Na skutek tych odksztalcen zmienia si¢ takze w sposéb istotny geometria powierzchni
styku, ktéra charakteryzuje sie za pomocq stopnia szczelnosci przylegania powierzchn
(por. [1] p. 19). W zwiazku z tym proces zaniku lokalnych odksztatcen sprezystych w fa-
zie odcigzania przebiega odmiennie, niz ich wzrost w fazie obcigzania. Uwzglednimy to
piszac

(4.3) Py = kll(a—dk)q dla O KO Oy,

gdzie k;;, g — state dodatnie rézne odpowiednio od ky i 3/2; P;; — sita stykowa w fazie
odciazania.
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Pole Opmk reprezentuje stratg energii kinetycznej przy niesprezystym zderzeniu cial
quasi-sztywnych, a zarazem pracg formowania odksztaicen plastycznych. Zatem

%p “m %y
(4.4) L, = [ P®@)dat [ Pl@)da— [ Py(o)da.
0 ap oy,
Podstawiamy tu wzory (3.1), (4.2), (4.3) i catkujemy. Po przeksztalceniach
1 1+q
—— qu
(1+g)kiy
Skojarzenie wzoréw (4.1) i (4.5) daje poszukiwang zalezno$¢ P, = f(R,) w postaci
uwiklanej

1 ] 2
P

Pi—P} 2 2 1 ’ﬂ]
2 g mTie 2 | 2 pys _ x
(46) -Rp 1 k,,m,'vrz m,-'(),? [ 5k12./3 m (l —l"q)k;{q P,

Gdyby odciazanie przebiegato zgodnie z teoria Hertza, to ze wzoru (4.5) dla ¢ = 3/2,
ky; = kg otrzymaliby$my

1 2
—=__ (P>—p?
Lp 2kp (Pm p)

i odpowiednio uproszczony wzor (4.6).

Jednakze pojawienie si¢ lokalnych odksztaicen plastycznych powoduje wzrost stopnia
szczelnoéci przylegania powierzchni, tak ze wykladnik potegowy ¢ ma warto§é << 3/2
i raczej staje sie¢ bliski 1. Zagadnieniem tym zajmiemy si¢ szerzej w p. 91 10,

Tymczasem poswigcimy nieco uwagi wielkoéciom k, i P,. Stala k,, zwana sztywnoscia
przy odksztalceniach plastycznych, zalezy od konfiguracji powierzchni styku oraz od
plastycznych wlasnoéci materiatéw. Jesli np. cialo majace kuliscie zaokraglona powierzch-
ni¢ (promien zaokraglenia wynosi r) styka sig z cialem o powierzchni plaskiej, to wéwczas
przyjmuje sie

kp == 2mrax,.

Wspdtczynnik x, zalezy tylko od twardosci Brinella (HB), przy czym zalezno$¢ t¢ wyznacza
si¢ do$wiadczalnie, Je§li materialem obu stykajacych si¢ cial jest stal, to mozna korzysta¢
ze wzoru

%, =2-10*4-0,45(HB)* dla 80 < HB < 300.

Sita P, na granicy plastycznoséci zalezy zardwno od konfiguracji powierzchni styku,
jak i od mechanicznych wlasnoéci materialu. Gdy powierzchnie styku sa regularnie za-
krzywione (kula, walec), mozna te sile obliczy¢ przy pomocy wzoréw Hertza (por. przyk-
fad Tw p. 10).

Jednakze w przypadku dowolnie, nieregularnie uformowanych powierzchni styku,
lub przy podwyziszonej temperaturze cial (np. podczas kucia) okreélenie statych k, i P,
napotyka trudno$ci wynikajace badz to z braku dokladnych, teoretycznie uzasadnionych
wzoréw, badZ tez z braku odpowiednich danych pomiarowych. W réwnej mierze uwagi
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te dotycza statych ky; i g. Stad wynikaja ograniczone mozliwosci efektywnego korzystania
ze wzoru (4.6).

W dalszej czeéei pracy (p. 7 i nastgpne) zaproponowano uproszczong metode obliczania
maksymalnej sity uderzenia, w ktérej to metodzie omija sie wspomniane trudnoséci za
pomoca pomiaru pewnych latwo uchwytnych wielkosci kinematycznych i geometrycznych.

5. Niesprezyste zderzenie cial Hooke’a

Niesprezysty charakter zderzenia (w sensie nieréwnoéci R; << 1) wynika w tym przy-
padku z faktu, iz czg$¢ energii zderzenia zostaje nieodwracalnie zuzyta na wzbudzenie
drgan sprezystych obu zderzajacych sig ciat. JeZeli stopiefi sprezystoéci takiego zderzenia
scharakteryzujemy za pomocg wspoéiczynnika R, (0 < R, < 1), to mozna napisaé
m,v?

5
Przebieg procesu uderzenia w ukladzie wspSirzednych P, o przedstawiony jest na rys. 3.
Krzywa obciazania OIm opisana jest przez funkcje

(5.1) E; = (1—R?)

Pi
pm ——————————— i
|
I |
|
|
Il
g, |
N/ Ey—/> l
$ §
Q
’~ I
.
|
|
T
0 xm a
Rys. 3
(5.2) Py =kyof,

gdzie: k;, p — stale dodatnie.

Z pomocag tego wzoru wyrazimy maksymalna sife uderzenia P, oraz maksymalne
zblizenie «,,, przez energi¢ kinetyczna m,v?/2, W tym celu nalezy scalkowaé rézniczkowe
réwnanie ruchu §rodka masy ukiadu z uwzglednieniem warunkdéw poczatkowych a(0) =
=0, a(0) =v,. Pomijajac latwe rachunki (ktére moina znalez¢ np. w [1] p. 20 i 22)
otrzymujemy

L 2P
(53) Pm :,kIH-p [(1 +P) m,27), ]1+P,

14+p mo?\tyr
5.4 B N P
( ) am ( k] 2
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Oczywiscie wzory (3.2) 1 (3.3) sa szczegdlnym przypadkiem wzordw powyZszych dla
p =13/2.

Krzywa odcigzania mITO konczy si¢ przy o« = O (wg zalozenia odksztalcen plastycz-
nych nie ma), wiec réwnaniem tej krzywej bedzie

(5.5 P =kpyot,

k;;, g — stale dodatnie rézne od k,, p. Z réwnosci

(5.6) Py =kyop, = ko,

wynika nastepujacy zwigzek migdzy sztywnos$ciami lokalnymi w obu fazach uderzenia
(5.7 ky =kyof "

Pole OImlIO, ograniczone krzywymi obcigzania i odciazania, reprezentuje energie
drgan wzbudzonych uderzeniem. W takim razie

@ (Z"'

r ) ky ki
5.8 Ey = | kyoPdo— | k;pofde = -t — L gl
( ) d 0}‘ I (’)J Ir 1+P 1+q o
lub po wyeliminowaniu k;; z pomoca wzoru (5.7)
59 Ey =kyartr—— 9P
©9 T ()

Oczywiscie musi by¢ E, > 0, skad wynika ze p << g. Wykorzystujac jeszcze (5.4) otrzy-
mujemy nastepujacy wzor na energie drgan

_9-p m7;
T l+g 2

Poréwnujac prawe strony wzorow (5.1) i (5.10) otrzymujemy wazny zwiazek migdzy
wspdlczynnikiem restytucji oraz parametrami p i ¢

- I+p
5.11 9?7 wb R, = _

W poszukiwaniu dalszych réwnan, wiazacych niewiadome p, g, k; i k;; przeanalizu-
jemy ruch ukladu podczas odcigzania. W tej fazie uderzenia, czyli dla ¢ > 7, (z; — dhu-
gotrwalos$¢ pierwszej fazy) obowiazuje nastgpujace réwnanie ruchu

(5.10) E,

2
(5.12) m,thii =Ky ot
oraz warunki poczatkowe
d
(5.13) Py =P, T"z‘=0, dla 1 =n,.

Po pierwszym calkowaniu otrzymujemy wzor na predko$é zaniku zblizenia

do 2k7Me 1+q 1+4\1'/?
.14 =7 a7
(5:14) dr [(1+q)mr (qu — Py’ ) )
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Stad obliczymy wzgledna predkosé v, odbicia cial. Mianowicie dla t = v (v = 7,4+ 1, —
dlugotrwalo§¢ uderzenia) jest P;; = 0 oraz du/d! = v]. Zatem

-1/ (/2 ita
(5.15) o = — |2k VT g
(1+g)m,
Poniewaz za§ wspdlczynnik restytucji R, = |v, Jo,|, przeto
. Y L L;Ef’,
19 n=latamm| o
Stad
: mo? |+
(5.17) Py =k [(1+q> R? —-’5:1] =

Jezeli wyeliminujemy w tym wzorze R, z pomocg réwnosei (5.11) 1 wynik ten poréw-
namy z prawa strona wzoru (5.3), to otrzymamy nastepujacy zwiazek miedzy niewiado-
mymi

1+

m, o2 |77
(5.18) W_[(H_P) 2._] .

6. Dlugotrwalo$¢ uderzenia i jej zwiazek ze wspélczynnikiem restytucji

Calkowanie réwnania typu (5.12), jednakze napisanego dla pierwszej fazy uderzenia,
prowadzi do nastepujacego wzoru na dlugotrwalos¢ tej fazy

6.1) 7 =‘/—Z'gfiy(p),
gdzie

i)
6.2) yp) = — TP L

3+p ’
F( 2+2P)
I"— funkcja gamma. W przedziale 0 << p < 2 funkcja p(p) jest prawie liniowa i mozna
ja aproksymowaé wzorem

(6.3) ' y(p)~ 1,150+0,622p.

Blad tego przyblizenia nie przekracza +1%.

Chcac wyznaczyé dlugotrwaloéé 7;; drugiej fazy uderzemia skorzystamy z réwnania
(5.14). Calkujac je wzgledem ¢ otrzymujemy calkowy zwiazek miedzy czasem i aktualna
wartoécia sily uderzenia P;; w fazie odciazania

P
12 A" 1-g g 1ig 144y9g2
—1, =(_1if_ﬂ—) fp 7 (P,,," —p ¢ ) dp.

1r
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Jezeli jako dolng granice calkowania przyjmiemy P;; =0, co ma miejsce w chwili
koficowej uderzenia (¢ = 1), to otrzymamy wzor na 7,

12 1-
6.9 T = T— 1T = [2(1—1’:}1;—]6}17,,] : P:nﬁq—y(‘])-
Wzo6r ten przeksztalcamy do postaci
% =[—2@]”2P1;} Vot g,
(1+q)kif'm,v; " 2P,
a gdy podstawi¢ tu formuly (5.16) i (6.1) to okazuje sig, ze
(6.5) T = RyT _;_%

Ten nowy, interesujacy zwigzek miedzy diugotrwaloscia obu faz uderzenia niesprezystego
jest uogdlnieniem wczeénie] wyprowadzonego wzoru 7,y = Ryt (por. [1] p. 25), ktéry
jest stuszny w przypadku liniowej charakterystyki podatnosci lokalnej [wowcezas p = g =1,
czyli v(p) = y(q)]. Wzdr (6.5) wykorzystamy w toku dalszych rozwazan.

Tymczasem napiszemy jeszcze wzor na diugotrwalo$¢ uderzenia niesprezystego

/wm, v,

(6.6) T=T41y = % [y (p)+Ryy(@)].
Wystepujaca tu wielko§é P, obliczamy ze wzoru (5.3).

7. Uproszczona teoria niesprezystego zderzenia cial elasto-plastycznych

Dotychcezas rozpatrywaliémy jedynie wyidealizowane przypadki zderzenia cial stalych
pomijajagc badZ to drgania wzbudzone uderzeniem, badZ tez odksztalcenia plastyczne.
Odpowiednio do tego proces uderzenia przedstawiony w plaszczyZnie mial przebieg,

P
8 I B
/ !
/ NNA
/ I
S L
- |
B \ [
P &\<\ |
3 |
=R \: .
0 o om o
Rys. 4

jak na rys. 2 lub rys. 3. Tymczasem proces niesprezystego zderzenia ciat rzeczywistych,

a wigc elasto-plastycznych, ma przebieg jak na rys. 4. Jest to niejako «superpozycja» wy-
kreséw z rys. 211 3.
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Pole Opmk reprezentuje strate energii kinetycznej, na ktéra sklada si¢ zaréwno praca
odksztalcen plastycznych, jak i energia drgan sprezystych. Stopien sprezystosci takiego
zderzenia charakteryzujemy za pomoca wspofczynnika restytucji R. Daje si¢ on stosunko-
wo latwo wyznaczyé za pomoca pomiaru wzglednej predkoéei odbicia cial. W literaturze
(np. [1] [2]) znajdujemy wiele danych empirycznych dotyczacych wspéiczynnika resty-
tucji, zarejestrowanych przy rozmaitych warunkach uderzenia.

W oparciu o wzory wyprowadzone w poprzednich paragrafach mozemy ustali¢ zwia-
zek miedzy wspéiczynnikiem R i sila P,. Mianowicie na podstawie wzoréw (2.4), (4.6)
i (5.11) znajdujemy po przeksztalceniach

14p 2 [ P2—p2 2 s 1 =
2 __ _ + R Tl T
(7.1) R 1+q  m} [ 2k, ' 5kg® L (I +g)kf P

Wyraz pierwszy z prawej strony tego wzoru zwiazany jest z energia drgan (E,) wzbu-
dzonych uderzeniem, pozostale wyrazy okre$laja wplyw pracy odksztalcen plastycznych
(L,) na warto$¢ wspolczynnika restytucji. Udziat tych skladnikéw w calkowitej stracie
energii kinetycznej (A7) ukiadu jest rozmaity w zaleznosci od dwdéch czynnikéw, ktére
bedziemy dalej zwali krétko warunkami uderzenia. Chodzi tu o geometri¢g powierzchni
zetkniecia, okre§lana za pomoca stopnia szczelno$ci przylegania oraz energie uderzenia,
rozumiana jako energia kinetyczna cial bezposrednio przed zderzeniem.

Tak np., gdy ciata o budowie zwartej uderzaja si¢ powierzchniami ptaskimi, przy czym
energia uderzenia jest stosunkowo niewielka, to odksztalcenia plastyczne na ogét nie
wystapia (L, =0), a wtedy AT = E,;. Zreszta w tym przypadku energia drgan stanowi
w og6le bardzo mala czeg$¢ energii uderzenia, w zwiazku z czym wspoélczynnik restytucji
osiaga wartosci bliskie jednoéci. Do wniosku tego prowadza zaréwno obliczenia teore-
tyczne [4], jak i bezpoérednie pomiary wykonane przy zderzaniu dwéch kul z umiarko-
wanymi predkoéciami [5].

Natomiast gdy dwa prety proste zderzaja si¢ wspotosiowo plaskimi powierzchniami
czolowymi, przy czym réwniez nie ma odksztalcen plastycznych, to jednak energia drgan
podtuznych moze zaabsorbowaé dowolnie duzg cze$¢ energii uderzenia, wskutek czego
wspélezynnik restytucji przyjmie dowolng warto$¢ z przedziatu (0; 1).

Odmienna sytuacja wystepuje przy kuciu metali. Tutaj dominujaca cze§¢ energii ude-
rzenia zostaje zuzyta na pracg plastycznego formowania odkuwki (47 =~ L), cho¢ pewna
jej cze$¢ przeksztalca sie réwniez w energie drgan kowadla, szaboty i fundamentu.

Jak wspomniano poprzednio praktyczne wykorzystanie skadinad prostego wzoru (7.1)
Jest utrudnione z uwagi na trudnos¢ okre$lenia parametréw k,, P,, ky; i q. Z tego powodu
w dalszym ciagu artykutu podamy pewng uproszczona metode opisu zderzenia cial elasto-
plastycznych, ktére doprowadzi do wykrycia prostych zalezno$ci miedzy wspdiczynni-
kiem restytucji i parametrami charakteryzujacymi proces uderzenia, co w konsekwencji
umozliwi nam obliczenie maksymalnej sily zderzenia.

Weimy najpierw pod uwage pierwsza faze uderzenia, czyli obciazanie. Zaniedbujac
szczegoly przejscia od stanu sprezystego do sprezysto-plastycznego przyjmiemy, iz w tej
fazie obowigzuje zalezno$¢ (5.2), czyli

(7.2) Py =k dla 0 << a<<ay,.

4 Mechanika Teoretyczna
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Tym samym wzory (5.3) i (5.4) zachowuja wazno$¢.

Co sie tyczy fazy drugiej, w ktdrej nastepuje sprezyste odcigZenie, to sita stykowa ma-
leje tu wraz ze sprezysta skiadowa zblizenia od wartoéci maksymalnej do zera wedhig
rownania
(7'3) PTI :kll(a'_ak)q dla 24 < o < Ty s

albowiem zblizenie sprezyste stanowi roznice zblizenia catkowitego () i plastycznego (o).
A zatem w proponowanym tu ujeciu przyblizonym wykres przebiegn uderzenia na

Pi

Rys. 5

plaszczyznie ukladu P, o aproksymujemy dwoma tukami krzywych, jak na rys. 5. Strata
energii uderzenia wynosi ‘

1’" 1’" kI kII
7.4 AT =k o?do—k a—o)'doe = ol tP— oy — 0 ) T
(7.4) o] ua{( s =7 [ ()
Po wyeliminowaniu k;; z pomocg réwnosdci
(75) Pm =k1 (Z,’,’, = kll(am_ ak)q

otrzymujemy

o l4g \14p T o
Podstawienie do tej formuly wzordw (1.1) 1 (5.4) prowadzi do nastepujacej zaleznosci
1+p ( q—p Oy
I-RP=— | ,
I+g\1+p -

ktoéra jest unogdlnieniem wzoru (5.11) na przypadek zderzenia wywolujacego odksztalce-
nia plastyczne. Stad wynika

AT = kI al:}t+p ( q—p Ok )

14-¢

LI R 1 53

(76) Lo 1 +P
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Obrazem tej zaleznosci sa krzywe na rys. 6, gdzie linie ciggle odnosza sie do ¢ = 1, za$
przerywane do ¢ == 3/2 (te ostatnie pokrywaja si¢ z liniami ciggtymi w przedziale [0,1]).
Liczby nad liniami oznaczajg warto$§¢ stosunku zblizenia trwalego do maksymalnego
(2 /o). Wykres na rys. 6 jest pomocny przy wyznaczaniu niewiadomej p lub g¢.

W dalszym ciagu ze wzoru (7.6) obliczamy «,, i poréwnujemy z prawa strona row-
nosci (5.4). Po wykonaniu tatwych przeksztalcen otrzymujemy wzér na wspolczynnik

R
10

7
\

0 —

06
ey

04

; 7,/0‘5
—

X 0
02 0,95 —_—
4 ”;-/ Q='1
| o e =
S =var q=3/2
S B N
0 0,5 1,0 1,5
p
Rys. 6
sztywnosci w fazie obciazania
1+p 2
1 14+¢ m,v
, — — (1= gr)|  PIr
M I A

Wreszcie podstawienie (7.7) do wzoru (5.3) daje po przeksztalceniach

_ 2 2
(7.8) P, _ = +9R* mop
oy 2

Ta stosunkowo prosta formula umozliwia obliczenie maksymalnej sity uderzenia sprg-
Zysto-plastycznego, gdy znane sa: wspétezynnik restytucii, stale p i g, trwale zblizenie oraz
energia uderzenia,

W dalszym ciagu mozna analizowaé faze odciazenia biorac za punkt wyjécia réwnanie
rézniczkowe (5.12), w ktérym jedynie zamiast « trzeba podstawi¢ (¢—o;). Ale catkowanie
tego réwnania prowadzi do wzordw (5.16) i (5.17), ktére w takim razie sa stuszne réwniez
w przypadku zderzenia sprezysto-plastycznego. To samo mozna powiedzie¢ o wzorach na
dtugotrwalos¢ uderzenia; w szczegélnosci bedziemy dalej korzystaé ze wzoru (6.5).

Tym niemniej ilo§¢ wyprowadzonych dotychczas réwnan okazuje sie jeszcze niewystar-
czajaca do okreélenia wszystkich niewiadomych, w szczegélnosci wykladnikéw potego-
wych pigq.

4%
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8. Aproksymacja czasowego przebiegu sily stykowej i réwnanie zasady pedu

W dazeniu do wyprowadzenia nowych, niezaleznych zwiazkow pomigdzy p, g, k; i kyy
zanalizujemy proces uderzenia w aspekcie czasowego przebiegu sity stykowej P(?). Roz-
wazania ograniczymy do przypadku, kiedy funkcja P(t) posiada jedno maksimum w prze-
dziale [0, 7] (rys. 7). Pola zakreskowane pod krzywymi P,(t) i P;r(t) obrazuja impulsy
odpowiednio pierwszej i drugiej fazy uderzenia.

Py
Ppl-———— ———
Pr(t) Pr(t)
[
St 1/31

|

0 ' -

- Tr '[]I | t
Rys. 7 i

Analiza wykreséw tego typu, uzyskanych przy zderzaniu ciat z rozmaitych metali i sto-
p6w, nasungla autorom pracy [2] my$l aproksymowania tej zaleznoéci za pomocg funkcji

n 9/(10-p)
Py(t) =P, (Sin—-—) dla 0 <t < 7,
2TI

gdzie p jest ta samga stalg, ktéra wystgpuje we wzorze (7.2). W oparciu o t¢ zalezno$¢ mo-
zemy okreslié impuls pierwszej fazy uderzenia

Ty
g \%0-P)
Sy =P,,,f sin dr.
]

2T1
Wprowadzamy nowa zmienna catkowania mt/27, = x oraz stala b =%0——_1?. Wobec
9
tego 10— =2b+1 oraz
7f2
S; =—:-721—P,,,r, [ sin*+1 x dx.
[}
Poniewaz
a2 F(%)F(bJrl)
f sin®?+xdx =— 3 = ab(p)] =o(p),

; 2]“(b+—2—)
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przeto ostatecznie piszemy
2

(81) Sl :""EPIHTIU(]))'
Wiadomo ([1] p. 24), ze przy liniowej charakterystyce podatnoéci lokalnej (tzn. dla p = 1)
wystepuje sinusoidalny impuls uderzenia, ktory ma warto$¢ (2/m)P,tv;. Mnoznik ¢(p)
we wzorze (8.1) stanowi przeto «poprawke» uwzgledniajaca nieliniowo$¢ zagadnienia;
oczywibcie o(1) = 1.

Funkcja o(p), podobnie jak y(p), jest prawie liniowa, mianowicie
(8.2) o(p) = 1,03—-0,03p dla0 <p <2,

W dalszym ciagu, podobnie jak przy wyprowadzaniu wzoru (8.1), postepujemy w od-
niesieniu do fazy odciazania. Przyjmujac

7t
2T11

9/(10-q)
.P[I(t):Pm(COS ) dlao<t\{111

otrzymujemy wzor na impuls drugiej fazy
2
(8.3) St z—:;PmTHG(fI)-
Dysponujac wzoramina Sy i .S;y mozemy obliczy¢ catkowity impuls uderzenia S = S;+S5;,,
ktéry niezaleznie od tego, réwna sig m,(v,—v7) lub m,(v3—v,), zgodnie z zasada zmien-
nosci pedu; tutaj o7, v, oznaczajg predkosci cial bezposrednio po uderzeniu.
Tak wiec otrzymujemy réwnanie

2 7 1
(8.4 ;Pm[TIG(P)“" 7;70()] = my (v, —01) = my(v2—7,)
lub po wykorzystaniu (6.1), (6.5) 1 po przeksztalceniach
(8.5) m o, [p(p)+Rp(q)] = my(v1—v1) = my(v;—22),
gdzie

1
p(x) = ﬂﬁy(x)a(x).

Gdy zastosujemy tu aproksymacje (6.3) i (8.2) oraz pominiemy maly wyraz zawierajacy
x2, to otrzymamy wyrazenie liniowe
(8.6) p(x) = 0,668--0,332x.

Wzdr (8.5) jest nowym, niezaleznym od (5.11) lub (7.6), zwiagzkiem mi¢dzy parametra-
mi p i g. Nalezy jednak pamietac o tym, 7e zakres jego waznosci jest ograniczony do klasy
funkcji P(?) posiadajacych jedno maksimum w przedziale [0, z].

9. Uwagi koncowe

Zastandwmy sie pokroétce nad kwestia rozwiazalnoéei zagadnienia polegajacego na wy-
znaczeniu maksymalnej sity uderzenia. Wyprowadziliésmy bowiem dla tej wielkosci cztery
wzory, mianowicie (5.3), (5.17), (7.1) i (7.8), wobec czego powstaje pytanie, ktéry z nich
zastosowa¢ w konkretnym przypadku?
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Sposéb postgpowania zalezy w pewnej mierze od warunkow uderzenia oraz od tego,
jakimi danymi dysponujemy. W kazdym przypadku musza by¢ znane masy i predkosci
cial przed i po zderzeniu (a tym samym i wspoiczynnik restytucji) oraz geometria powierzch-
ni styku. Najogdlniejszy sposréd wymienionych jest niewatpliwie wzér (7.1), poniewaz
mozna go stosowaé zarowno wéwczas, gdy wystepuja odksztatcenia plastyczne, jak i przy
ich braku. Jednak wspomniane juz trudnosci w okresleniu niektérych parametréw zmniej-
szaja nieco przydatnosé tego wzoru.

Gdy warunki uderzenia sg tego rodzaju, ze odksztalcenia trwale nie wystapig, to obowig-
zuja wzory (5.3)1 (5.17), przy czym pierwszy wymaga uprzedniego okreslenia parametréw
k,1p,drugi — k;;1g. W tym wzgledzie mamy do dyspozycji wzory (5.11) i (5.18) 1 ewen-
tualnie (8.5). Poza tym gdy wykladnik potegowy ¢ okaze sig bliski 3/2, to wspotezynnik
sztywnos$ci ky; mozna w przyblizeniu obliczy¢ z odpowiedniego wzoru Hertza.

Wreszcie gdy warunki uderzenia sprzyjaja wystapieniu odksztalcen plastycznych, to
zadowalajgc sie teoria przyblizong moZna réwniez korzystaé ze wzordw (5.11) i (5.18).
Natomiast gdy znamy warto$¢ trwalego zblizenia o, to mozna skorzysta¢ ze wzoru (7.8)
i wowczas odpada konieczno$é obliczania sztywnosei k; lub k;,. Poza tym wyniki po-
miaréw przeprowadzonych przy kuciu metali sugerujg, ze w przypadku silnie rozwinig-
tych odksztalcen plastycznych mozna przyjmowaé ¢ = 1, lub warto§¢ nieco mniejsza.

10. Przyklady obliczen

Dla ilustracji toku postepowania i spasobu wykorzystania wyprowadzonych wzerdw
rozpatrzymy szczegétowo dwa przypadki uderzenia, rdéznigce si¢ miedzy soba skrajnie
warunkami zderzenia. Mianowicie obliczymy najpierw graniczng predko$é kolinearnego
zderzenia dwdch pretow prostych, przy ktérej pojawia sie pierwsze odksztalcenia plastycz-
ne, a w przykladzie drugim wyznaczymy maksymalng warto$é sily kucia pewnego ele-
mentu stalowego inastepnie pordwnamy ja z danymi pomiarowymi.

Przyklad pierwszy. Dwa prety proste, stalowe o przekroju kotowym i jednakowych
srednicach doprowadzamy do zderzenia kolinearnego. Uderzajgcy koniec jednego preta

l‘l 12

|‘ g <t

m4 | my
M_Qi .(\/} - .

—> 2
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kys. 8

zaokraglony jest pétkuliscie (promieniem r; = 5 c¢m), za$§ koniec drugiego ma wydrazenie
potkuliste o promieniu r, =10 cm (rys. 8). Masa pierwszego preta m, = 0,3 kg, za$
drugiego m, =3 m;. Masa zredukowana m, = m,m,/(m,+m,) = 0,225 kg. Nalezy
obliczy¢ graniczng predkoé¢ zderzenia (v,), po przekroczeniu ktérej w pretach pojawia
si¢ lokalne odksztalcenia plastyczne.
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Bedziemy korzysta¢ ze wzoréw p. 5, albowiem przedmiotem rozwazan jest zasadniczo
zderzenie nie powodujace odksztalcen plastycznych (L, = 0).

Przechodzac do wyznaczenia wspdiczynnika restytucji skorzystamy w tym przedmiocie

z wynikéw badan {6], przeprowadzonych w warunkach uderzenia analogicznych do tych,

jakie sformulowalismy w temacie. Otoz okazalo sig, ze zalezno$¢ R od stosuntkuy mas

m,fm, = M jest w tym przypadku prawie liniowa i niezalezna od predkosci zderzenia®).

Autorzy pracy [6] proponuja wzdr R = 0,905—0,04037, ktdry dla A7 =3 daje R =0,78.
Oprécz tego w czasie badan mierzono wspotczynnik przekazywania energii

T} vy \?

T T M(v—l) ’

ktéry jest stosunkiem energii kinetycznej ciata uderzonego (spoczywajgcego przed ude-

rzeniem nieruchomo) do energii kinetycznej ciala uderzajacego. Dla M = 3 zmierzono

& = 0,60, zatem
vy, /) E /060
-T)T = ]/W[— = ]/——3—»- =0,447.

Ze wzoru definicyjnego dla wspéiczynnika restytucii

! ’ ’
R=— Uy — V=7

Uy Uy

wynika

%2 p0,447—0,780 = —0,333.

(21 (21

Z kolei obliczamy stale p i g.
Przypusémy, ze przebieg czasowy sily uderzenia upowaznia do stosowania wzoru

mm,

(8:5) iy

(@1—v2) [¢(p)+Re(q)] = m;(v,—2}),

ktory dla v, = 0 oraz po uwzglednieniu (8.6) przyjmuje postaé

ﬂMW [(0,668--0,332p)+R(0,668+0,332¢)] = 1— %
Stad wynika réwnanie
(10.1) p+0,780g =1,718.
Drugie rownanie otrzymamy z przeksztalcenia wzoru (5.11)
p—R* =R>—1
lub
10.2) p—0,608g = —0,392.

Rozwiazanie ukfadu réwnan (10.1) 1 (10.2) daje
p =0,417, q =1,330.

1 Ten ostatni wniosek jest tylko potwierdzeniem wynikow rozwazan teoretycznych (por. np. [1] p. 30).
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Jak wida¢ wykladnik potegowy we wzorze Pyy =k of ma wartos¢ bliska 3/2, dzigki czemu
wspolczynnik sztywnosci k;; mozemy w przyblizeniu obliczy¢ za pomoca zmodyfikowa-
nej formuly Hertza. W przypadku zetknigeia kuli z wydrazeniem kulistym przy jednako-
wych stalych sprezystosci E, v oraz dla ¢ = 3/2 wspomniany wzér Hertza ma posta¢

Ko 2E rir, 12
B 3(0—2) \ ro—ry )

W naszym przypadku dla uvzyskania zgodno$ci wymiardw zamiast wykladnika pote-
gowego 1/2 = 2—3/2 przyjmiemy 2—gq = 0,67. Zatem

__2E ( rirsy
T 30—9®) \ry—r,
gdzie przyjeto E =2+ 10° kG/cm?2, » = 0,3.

W dalszym ciagu korzystamy z niektérych wzoréw teorii zagadnien kontaktowych.

Teoria ta prowadzi do wniosku, Ze najwigksze ciénienie powstajace w srodku kola styku
réwna sie

ki

0,67
) =6,86-10° kG cm'33,

O pax :ﬂ[PmE2(£3—1

rira

271/3
)] , (B =0,388).

Ale najwicksze wytezenie materialu na powierzchni styku okre§lone jest przez napreze-
nie redukowane o, = 0,220,,.. Wobec tego sil¢ uderzenia P, = P,, wywolujgca grani-
czne wyteZzenie materialu pretéw na powierzchni styku obliczymy z warunku 0,226, =
= ¢, (6, — dynamiczna granica plastycznosci), czyli

3 2
P — Op ryr; 1_
P 10,228 ro—r, EJ°
Np. dla stali o zawartoéci 0,24% C, odpuszczonej w temperaturze 900°C przyjmujac

6, =7,3-10° kG/em? otrzymujemy P, = 15800 kG. Ostatecznie z przeksztaiconego
wzoru (5.17) znajdujemy graniczna predko$¢ zderzenia pretéw

1 ~1/2q pi+a/2q
1 .
V=% l/ a 2) - T e 10,1 m/s

Jednakze pierwsze odksztalcenia plastyczne pojawiaja sie nie na powierzchni styku, lecz
nieco glebiej (w tzw. punktach Bielajewa) i to juz przy predkosci okoto 12 razy mniejszej.

Dla poréwnania zauwazmy jeszcze, ze zgodnie z teorig de Saint-Venanta w przypadku
zderzenia stalowych pretéw idealnie plaskimi i réwnoleglymi powierzchniami czotowymi
predkosé graniczna wynositaby crp/]/g—E = 18,3 m/s (p — gestose). _

Przyklad drugi. Obliczymy maksymalng warto$¢ sily kucia elementu stalowego i po-
réwnamy wynik z danymi pomiarowymi. Znajomo$¢ tej sity jest niezbedna w obliczeniach
wytrzymatoéciowych najbardziej obcigzonych elementéw miota kuzniczego.

Podczas badan, ktérych wyniki opublikowano w pracy [7], rejestrowane byly m.in.
przebiegi czasowe sily kucia. Jeden z typowych oscylograméw przedstawiony jest na rys. 9a.

Poniewaz okres drgan wiasnych uderzajacych czesci mlota w rozwazanym przypadku
byt wielokrotnie wigkszy od dilugotrwato$ci uderzenia, przeto krzywa P(t) jest proporcjo-
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nalna do krzywej przyspieszen bijaka («baby»). Wobec tego calkowanie krzywej P(¢)
daje wykres predkosci ©,(t) bijaka (rys. 9b). Jesli od rzednych tej krzywej odejmiemy
rzedne wykresu predkosci szaboty ©,(¢), to otrzymamy krzywa predkosci odksztalcenia
odkuwki (linia przerywana). Calkujgc nastepnie krzywa 9, (1)—2,(¢) otrzymujemy przebieg
czasowy skrocenia a(t) prébki (krzywa ¢). Na wykresie tym widoczne jest zaréwno naj-
wieksze zblizenie bijaka i szaboty (u,,), jak i trwale skrécenie (o) probki, czyli przekucie.
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Wreszcie kojarzac wykresy P(r) i a(t) otrzymujemy wykres zaleznosci P(«) (krzywa d).
Z wykresu tego wida¢ wyraZnie faze plastycznego plyniecia podczas obcigzania, przy
koncu ktérego wystepuje nieznaczne wzmocnienie, tzn. wzrostowi odksztalcen towarzyszy
wzrost sity uderzenia. Natomiast w fazie odciazania widaé prawie liniowy charakter za-
leznosei P(a), co upowaznia do przyjecia w obliczeniach g = 1.

Do badan uzyto goracej probki ze stali 45, uformowanej w postaci walca o $rednicy
50 mm, wysoko$ci 86 mm. Uderzenie nastepowalo w kierunku poosiowym. CigZzar bijaka
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m,g = 450 kG. Przy predkosel uderzenia v, = 4,7 m/s zmierzono bezposrednio lub od-

czytano z wykresow: trwale skrdcenie probki «, = 13 mm, predko$¢ odskoku bijaka
2 = —1,2 m/s, wspolczynnik restytucji (rys. 9b)

P e BC 21 0,45.

T, OA 4,7

Poniewaz w uzytym do badan cigzkim mtocie kuzniczym masa szaboty wraz z kowa-
dlem jest wielokrotnie wigksza cd masy bijaka, przeto mozna przyjaé m, [m, ~ 0, czyli
m, = m,. Wobec tego energia uderzenia

mo2[2 ~ myei2 = 5,06 10* kGem.

Aby wyznaczy¢ niewiadoma p postuzymy sie réwnaniem (8.5)%.
Dlam, ==m,, v, =0, ¢ =1, ¢(g) =1, rdwnanie to przyjmuje postaé

v, [¢p(p)+R] =v,—v;,
skad
@(p) =1—R—vifo, =1-0,45+1,2/4,7 = 0,805.
Z drugiej strony na podstawie (8.6) ¢(p) = 0,668+0,332p. Zatem

_0,805—0,668

0332 =0,412.

Znajac p, q, R, «, oraz energie uderzenia mozemy ostatecznie obliczy¢ maksymalna sile
kucia przy pomocy wzoru (7.8)

1,412—2 - 0,452

Pm = 1’3

-5,06.10* = 3,9.10* kG.

Jest to wartos¢ dostatecznie zgodna z zarejestrowana na oscylogramie (por. rys. 9a).
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? Ksztatt impulsu sity kucia, widoczny na rys. 9a, uzasadnia dopuszczalno$¢ tego przyjecia. Natomiast
wzbr (5.11) w danym przypadku nie obowiazuje z uwagi na silnie rozwini¢te odksztalcenia plastyczne
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Pesome

3ABUCHMOCTh MAKCHUMAIJIEHOII CHILI VIAPA OT KOIDDUILMEHTA
BOCCTAHOBJIEHIA

Onpegesienne MaKCHMaNbHOH BENMYHHBI KOHTAXTHOIO YCHIIHA [TPH CTOJIKIIOBEHHY BO3MOYKHO B OBLIEEA
CIIVYaE JIMLLIE OIBITHEIM MY TEM ; IPH 3TOM HEOOXO0IMMO MMECTh JOCTATOUHO CJIOYKHbII JaTUHK II aNNapaTypy,
PETrIICTPHPYIOILYIO 3aBHCHMOCTh H3MCPAEMOIO YCHIINA OT BPEMEHM.

B npeanaraemoii cTtaThe, Ha OCHOBE TEOPETHUECKOrO alanuza NPoLecca yupyro-nuacTHUuecKkoro yaapa,
BpIBEACHBT anrebpalyecKye 3aBHCHMOCTH MAKCHMANBHON CHNBI YAPA OT BEIHYMH, JTEFKD NOHAAIOUINXCT
H3MEPEHHIO B XO[I€ NPOLCCCa, TAKMX KAK: CKOPOCTb OTCKOKA TeJl, KO3(h(MHULHEHT BOCCTRHOBIEHIST H OCTa-
TouHoe cOsreHye. Cnocod MCROJL30BAHMA BhIBEHEHHBIX (JOPMYJI HILLOCTPHPVETCS JIBYMS UYHCIEH-
HBLIMII [IPHMEPAMH.

Summary

DEPENDENCE OF THE MAXIMUM IMPACT FORCE ON THE RESTITUTION COEFFICIENT

The determination of the maximum contact force during an inelastic impact can be done only exper-
imentally and a complicated gauge as well as a device registering the variation of the force in time is need-
ed. The theoretical analysis presented in this paper leads to algebraic relations between the impact force
and the magnitudes which can easily be measured during the impact, such as the after-impact velocity,
the restitution coefficient and the impact duration. The application of the derived formulae is shown on
two numerical examples.
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