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Roéwnania teorii powlok o wolno zmiennych krzywiznach byly tématem. wezesiiiejszych.
prac autora [1,2,3], w ktérych wyprowadzono podstawowe réwnania dla -tego typu
powlok. Niniejsza praca przedstawia wyniki dalsZzych badan w- tym zakresie. ‘W stgsunku
do prac poprzednich zawiera pelne, formalnie $ciste i bardziej konsekwentne wyprowa-
dzenie réwnan podstawowych oraz oceng ich dokiadno$ci. Zostaly przesnalizowane dwa
warianty réwnan teorii powlok, oparte na dwu réznych miarach tensora zmiany krzy-
wizny [4], ktére s3 uznane obecnie za najlepsze. Wykazano, ze w ‘przypadku powlok

o wolno zmlennych krzyw12nach oba te warianty prowadza do tej’ samej postaci rownan'
podstawowych.

1. Zalozenia podstawowe

Zajmijmy si¢ analizg powlok wyniostych, ktérych krzywizny sg wolno zm1ennym1
funkcjami wspétrzednych @' i @2, Przez okreslenie ,,funkcja wolrio zmienna” roZumiemy
funkcje, ktorej stosunek jej pierwszej pochodnej do niej samej jest wielkoscia mmc:JszaC
od jedno$ci w calym obszarze, za wyjatkiem otoczenia punktow gd21e ta funkCJa Jest
bliska zeru. Dla tego typu powlok mozna uzyskac uproszczone réwnania dobrze nadajqce
si¢ do obliczefi liczbowych. W omawianej klasie powlok znajduja si¢ oczywiscie powtoki
kuliste i powtoki walcowe, ktorych krzywizny sa stale. MoZna wykazad, ze rowniez powloki'
odbiegajace od walca i kuli, lecz o fagodnie zmiennych krzywiznach moga by¢ obliczone
w ten sposéb. Obecnie wykazemy, ze podstawowy ukiad réwnan powlok cienkich mozna
sprowadzi¢ do ukiadu. dwu réwnan rézniczkowych dla ugiecia normalnego w i funkcji
naprezen @, Funkq@ te definiujemy w podobny sposéb jak w przypadku plaskiego zagad-'
nienia teorii sprezystoéci. Staje si¢ to mozliwe dzigki dokomaniu pewnych uproszczen
w réwnaniach podstawowych, Uproszczenla te sa dopuszczalne jezeli przyjmiemy pewne
dodatkowe warunki i dokonamy oceny bleddw popemionych przez przyjecie zaleznogci
uproszczonych. '

W dalszych rozwazZaniach bedziemy opieraé si¢ na zaloZeniach i réwnaniach teorii
powlok cienkich podanych w pracach KoiTEra i SIMONDSA [4, 6]. Ponadto przyjmiemy
zatozenie dodatkowe dotyczace zmiennosci krzywizny powierzchni $rodkowej. A wiec
zalozymy, Ze powloka jest na tyle cienka, ze mozemy pomija¢ wyrazy rz¢du (A/R)? w po-
réwnaniu z jednoscia. Dalej przyjmiemy, ze odksztalcenia powierzchni §rodkowej powloki
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sa na tyle male, ze mozemy pomija¢ wyrazy rzgdu odksztalcenia powierzchni srodkowej ¢
w poréwnaniu z jednosci (& € 1).

PowyZej: h— oznacza grubo$¢ powloki, R-— mniejszy z gléwnych promieni krzy-
wizny powierzchni $rodkowej powloki. 1/R = min(b).

Na razie zajmiemy si¢ tylko zagadnieniami liniowymi. Aby oceni¢ wielko$¢ wyrazéw
zawierajgcych rome pochodne skltadowych stanu odksztalcenia i naprezenia, wyste-
pujacych w réwnaniach teorii powlok wprowadzimy parametr L charakteryzujacy dtugosé
polfali przemieszczenia. Przyjmijmy, Ze stan przemieszczenia powloki zmienia si¢ zgodnie
Ze wzorem
70, 70,

Uy = VgeSIN )2 a=1,2.

w = wesin

gdzie w — jest ugigciem normalnym do powierzchni §rodkowej,
Q. — wspolrzedng krzywoliniowa na powierzchni powloki,
7, — sktadowa styczng wektora przemieszczenia

wtedy rzad wielkosci tych wyrazdw wynosi

O(W) = Wy, 0(‘1)0‘) = Uy0,
Przyjmujemy, z¢ zajmowaé si¢ bedziemy najczesciej spotykanymi przypadkami, dla
ktorych o(wg) > 0(940).
Rzad wielkosci pochodnej skladowej wektora przemieszczenia mozna oceni¢ na pod-
stawie zaleznosci

ow

ow d 70, awiec o —) = iK—o( )
’ 26, = T ">

——a@a = WOT coS L

oraz  o(w|,) = %o(w).

Zalozymy dalej, Ze podobnie zmiana stanu napreZenia towarzyszaca stanowi zgigciowemu
moze byé scharakteryzowana przez te sama odleglo§¢ L. Przyjmijmy, Ze rozpatrywana
w tej pracy klasa zagadnied zgigciowej teorii powlok cienkich dotyczy takich przypadkéw,
dla ktorych spelnione sa nastgpujgce warunki

R2/R* <€ 1, h*}L? < 1.

Ponadto przyjmijmy, ze L?/R? < o(1) co oznacza, ze wyrazy rzedu (L/R)? nie beda
pomijane w pordéwnaniu z jednoscig. Moina si¢ przekonal, Ze powyisze zatoZenia sa
spelnione w najczesciej-spotykanych przypadkach technicznych, w ktérych wystepuje
zginanie powlok. Dalsze zaloZenie dotyczy zmiennosci promieni krzywizny powloki.
Aby oceni¢ wielko§¢ wyrazéw zawierajacych pochodne tensora krzywizny powierzchni
srodkowej b,p przyjmujemy, Ze tensor ten moze byé np. przedstawiony w nastgpujacy
sposéb

bag = bugo ( 1+3sin ’Z@“),

R

gdzie bugo jest wielkodciq stala i przedstawia $rednie krzywizny powierzchni $rodkowej
powloki, @ — jest pewna liczba bezwymiarowa mniejsza od jednosci oznaczajgcg stosunek
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przyrostu krzywizny do jej wielkosci §redniej, Ly jest dtugoscia charakteryzujaca szybko$é
zmiany skladowych tensora krzywizny powierzchni érodkowe;.
Przyjmijmy, Ze bedziemy rozpatrywali powloki dla ktorych stosunek L/Lg < 1.
Z powyzszego wynika, Ze rzad wielkodci pochodnej tensora krzywizny mozna ocenié
jako
7
LpR"’

Opierajac sie na powyisze] ocenie mozemy stwierdzi¢ réwniez, Ze

_ 7 _
o(baﬂlr) = o(b%lr) = Qﬂo(baﬂ) ]

4 - =
o(Kl,) = o ~L:O(K) =0T R
gdzie X jest krzywizna Gaussa.

Przyimijmy dalej, e zmiany krzywizny rozpatrywanych powtok sa na tyle niewielkie
i odbywaja si¢ na tyle powoli, Ze mozemy pomijaé wyrazy rzedu

Gt e _ b
o= b = Tamre <L o= e <L

w poroéwnaniu z jednoscia. Jezeli p = max(o ), nicch o € 1. Powyzsze warunki sg naj-
czesciej spelione w tych problemach technicznych, dla ktorych sa stuszne zaloZenia
zgigciowe] teorii powlok cienkich. Poniewaz ¢ < 1, A/R ~ 0,05-0,001 < 1, a dlugoéé
fali ugiccia L jest rzedu VAR, a wiec gdy L/R ~ L/Lg ~ ]/h_/R < 1, pomijane wyrazy
wynosza kolejno (przy np. ¢ = 0,3, /R = 0,01), 0,3-1073, 0,3-10"4, 1-1073.

Podstawowy uktad réwnan liniowej teorii powtok, po wyeliminowaniu sit- poprzecz-
nych, przyjmuje nastgpujgca postaé [4, 6, 7] (przy zmienionych znakach tensora momentéw
1 zmiany krzywizny).

— rownania réwnowagi

(S —bE M) 3 — b M™|g+ P* = 0,

1

M M|yt (S — b M) byt P2 = 0, a0, f = 1,2
— rownania zgodnoéci odksztalcen

@ K &} +d™dM (e yupn — Do p2) = 0,

dePah [epay + D3 (opint Comp— Epma)] = 0.
gdzie d*” jest tensorem permutacyjnym,
— rdwnania konstytutywne

1
(3) Eap = _EZ [(1 +V)Saﬁ—vaaﬁsfl] +0(£@2),

M* = D[(1—v)%* +va*?x%]+ o(Eh?£0?),

gdzie D = ER®[12(1—»?) jest zgieciowa sztywnoscig powtoki, s — gruboécia powtoki.
02 = max(h/L,y h—/TQ,)/E). W powyzszych réwnaniach S* oznacza skiadowe tensora
sit blonowych, a M* sg skladowymi tensora moment&w gnacych, #,s I £48 przedstawiaja
tensory zmiany krzywizny oraz tensor odksztalcenia powierzchni §rodkowej. Wszystkie
wyzej wymienione wielkosci s tensorami symetrycznymi, spehiajacymi zasade prac
przygotowanych. Pomigdzy rzeczywistymi, niesymetrycznymi sifami i momentami we-
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wnetrznymi dziatajacymi w przekroju powloki a ich symefryczhymi reprezentacjami
istnieja nastgpujace zaleznosci

4 NP = S p2MB, M = M
Tensor zmiany krzywizny »,p dany jest wzorem
(5) “af = _'w|o¢3+cuﬂw—béul‘,ﬂ—"bguuu—bé\ﬂux‘
Cap = boinblﬁ = 2Hbaﬁ—aa/1Ka

gdzie 2H = bf; jést $rednia krzywizna, a K krzywizng Gaussa. Tensor odksztatcenia po-
wierzchni §rodkowej g5 wynosi

1
(6) Eup = ’5 (”oqﬂ +u/3|a)—bapw>

gdzie u, — jest skladowa wektora przemieszczenia na powierzchni $rodkowej, w — prze-
mieszczeniem normalnym do powierzchni srodkowe;j.

2. Przeksztalcenia réwnan podstawowych

Powyzszy uklad réwnan rézniczkowych, razem z warunkami brzegowymi okresla stan
naprezenia i odksztatcenia powloki o umiarkowanie duzych ugigciach. Aby sprowadzié¢
powyzszy uklad do postaci bardziej dogodnej do obliczen liczbowych dokonujemy naste-
pujacych przeksztalcefi. Opierajac si¢ na zatoZeniu o wolnej zmianie krzywizny, pierwsze
z réwnan réwnowagi mozna przedstawi¢ w postaci

) (S~ 262 M) g+ p* = 0.

Zostaje tu pominigty wyraz b%s M zawierajacy pochodng tensora krzywizny. Dopusz-
czalno$¢ takiego uproszczenia jest wykazana w dalej przytoczonych rozwazaniach. Miano-
wicie, przyjmujemy zgodnie z zaloZeniami zgigciowej teorii powlok, Ze odksztalcenia
spowodowane zginaniem sa tego samego rzedu co odksztalcenia stanu blonowego, wtedy
rzad wielko$ci skfadowych tensora odksztalcenia &, mozna ocenié¢ jako

0(&qp) ~ 0(x,5h).
Rzad wielkos$ci pomijanego wyrazu wynosi wiec

ER3 _ nER3
o R —— = ———— ————— 7
bie ja(1—y2y °0e®) = ¢ 0T R o(ap);

podczas gdy rzgd wiclkosci wyrazu $%7; wynosi

Eh* =

L 0(%p) .-

o(57p) = () = -,

1—»?
‘Poréwnujac oba te wyrazy ze sobg widzimy, ze pominiecie wyrazu b?,‘“gM"’ﬂ daje biad
o - Lh ' '

w rownaniu (7) rzgdu g——
(7y rzedu ¢ LR
poczatkowymi uproszczenie to jest dopuszczalne:

= p, W pordéwnaniu z jednoscia. Zgodnie z zatozeniami
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Réwnanie (7) mozna speinia¢ tozsamosciowo przy p = 0, jezeli wprowadzimy funkcje
naprezen @ zdefiniowang w nastepujacy sposdb

(8) S8 —2b3 M = R¥ = —d®df'd|,, —Ka*’ .
Po podstawieniu powyiszego wyrazenia do réwnania (7) otrzymujemy
©) RP|g = —d¥dPd s — (Ka*PD)|5.

W pierwszym wyrazie po prawej stronie rownania (9) wystgpuje antysymetryczny tensor
permutacyjny d®* mmozony przez trzecig pochodna funkcji @. Poniewaz rézniczkowanie
kowariantne w dwuwymiarowej przestrzeni powierzchni §rodkowej nie jest przemienne,
wyrazenie to nie jest réwne zeru. Mamy bowiem

(10) ¢|lef3_®|zﬂu = Q—)lyR?A;lﬁ’

gdzie RY,,; jest tensorem Riemanna-Christoffela.
Przedstawimy @5 jako kombinacje wielkosci symetrycznej i antysymetrycznej ze wzgledu
na wskazniki f i p.

1 1
Dlpup = > (Plaup+Dlyp) + 5 (Plaus— Dlapy) -

Podstawiajac to wyrazenie do réwnania (9) otrzymamy

Refly = — - @], Riyg— (Ka By = — - AR, B — (KD,

gdzie oznaczyliSmy a”°®|; = P|".
Wykorzystujac definicje R?.s otrzymujemy
(11) Ry = KP|*— (KD)|* = —~K|*D.
Widzimy, ze po wprowadzeniu funkcji naprezen wg wzoru (8) do réwnania (7), réw-
nanie to jest spelnione tozsamos$ciowo pod warunkiem, Ze mozemy pominaé wyraz K|*®.

Wyraz ten jest rzedu o(®P e . Rzad wielkosci najwigkszego wyrazu w réwnaniu (7)
Lgr R?

wynosi
nS
O(Saﬁhq) =-—IT__§— 0(@)

Poréwnujac te wyrazy widzimy, Z¢ pominiecie wyrazu K|*®@ jest uzasadnione jeZeli
mozemy pominaé g, = pL3/n2R?Ly w pordwnaniu z jednoscia. Poniewaz ¢ < 1, L/Lg <
<1, »* =~ 10 a wigc mozna uznac, ze jest to uzasadnione.

Zajmijmy si¢ obecnie drugim réwnaniem réwnowagi (1). Réwnanie to mozZe byé
przeksztatcone i uproszczone jezeli wykorzystujac rownania konstytutywne, wyrazimy
momenty gnace M* przez ugiecie normalne w, a sity blonowe N*# przez funkcje naprezen
¢. Zaleznosé (3); moze by¢ przedstawiona w innej postaci za pomocg nastgpujacej toz-
samosci stusznej dla dowolnego symetrycznego tensora powierzchniowego

(12) 1 = g — dordPry,,
Po podstawieniu (12) do (3), otrzymujemy
(13) M| = D[a* s — (1 —9)d*dPn;,] |5 -
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Aby obliczyé wielkosé »} wykorzystajmy wyrazenie (5) dla tensora zmiany krzywizny
%.p. WyraZenie to moze by¢ przeksztalcone jezeli wykorzystamy zalezno$¢ (6).
Mnozac obie strony réwnania (6) przez b5 i b§ otrzymamy po dodaniu

1 1
(14) blesg+ b esy = > b3 (usp +upe) + 5 b (g1 +1g5) —2CepW .

Dodajac stronami réwnania (5) i (14) otrzymamy nastepujace wyrazenie dla tensora
zmiany krzywizny
(1 5) Xap + bg 56!1 + b?) Efqg = — Wlaﬂ - Caﬂ+ (bolcwlﬂ +b?3 wla) - bg[ﬂud 3

gdzie wy, = % (30— 1y7) jest tensorem obrotu dookofa normalnej do powierzchni $rod-

kowej.

Ostatni, podkreslony wyraz jest rzedu pL/Lz w pordéwnaniu z pozostatymi wyrazami
zawierajagcymi funkcje przemieszczenia u,. Jezeli o(u,) ~ o(w) wtedy w pordwnaniu
z pierwszym, najwiekszym wyrazem wiqs jest on rzedu p; = pL?/nLg R. Poniewaz przy-
jelismy, ze o(u,) < o(w), (odpowiada to przypadkom najczgéciej spotykanym w technice),
orazp < 1, L/Lgp < 1, L/R < 1 a wiec dla rozpatrywanej klasy powlok o wolno zmien-
nych krzywiznach podkreslony wyraz jest maly i moze byé pominiety. Wtedy otrzymamy
(16) # = —wli—b*bsw—2b%¢,p,
gdyz wyraz (b}wys+bjw,)a*? = 0.

Zajmijmy si¢ teraz drugim wyrazem réwnania (1),
a7n (S —bEMP) b,y = (R¥+b%M"P)b,gs.

Wykorzystujac wyrazenie (9) otrzymamy
(18)  (R¥+bEMPYbyg = —(ddP D3+ KaPP)b,p+b2bys M = A, D+ c s M?.
gdzie operator 4, P oznacza nastgpujace wyraZenie
(19) 4D = —d**dPb,s D), —2HKD,

Przeksztalémy teraz wyrazenie (18) wykorzystujac tozsamoéé (13). Mamy

(20)  C,sM®® = DC,p[a*Pst~ (1 —»)d**dP*s*] =
= (4H?—2K) D+ (1 —») DK} — (1 —2) 2HA* b5, .

Wykorzystajmy w powyZszym réwnaniu wyrazenie (16) dla tensora zmiany krzywizny
). Wyrazenie to zawiera czion 2b%¢,; ktéry jak sie mozZna przekonaé po podstawieniu
do réwnania réwnowagi (18) daje wyraz rzedu A?/R? w poréwnaniu z pozostatymi wyra-
Zami tego réwnania. Aby to udowodni¢ zauwazmy, Ze wyrazenie to mozna wyrazié¢ przez
funkcje naprgzen @ korzystajac z réwnan konstytutywnych (3);

2
@D 26y = - [0S} — (1 4+9)b%dusdp Sy
Poniewaz

(22) St = Ri+2Db;,M* = —(AD+2KD)+4H Dt — 2(1—v) Dbosd®idPisy,
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Przeksztalcajac podobnie drugi wyraz w wyrazeniu (21) otrzymamy
(23) b*Pd 3 d g S* = —b*P|,5—2HKD+2(1 +) DK}

Po podstawieniu do réwnania (21) mamy

(24)  2b%ey = 7;% {—2H(AD+2KD) + 8H D — A(1 ~v) D Hb g dPscy, +
+ (1+N[b*D| 5+ 2HKD —2(1 +v) DKx]} .

Powyzsza zaleznos¢ mozna wykorzysta¢ do obliczenia 3.

Zauwazmy, ze gdy podstawimy (24) do réwnania (16), otrzymamy po prawej stronie
tego réwnania wyrazy rzedu (D/ERR?)x;. Wspdlczynnik D/EhR? stojacy przed tymi
wyraZeniami jest rzedu

h%*/R* € 1; (D/EhR?* = Eh?*/12(1—v*)ER?).

A wiec wyrazy mnozone przez ten wspdtczynnik mozna pomina¢ w pordéwnaniu z wy-
razem x; wystepujacym po lewej stronie réwnania (16). Wtedy otrzymamy nastepujace
wyrazenie dla drugiego wyrazu réwnania réwnowagi (18)

(25)  (R¥+beM¥P)b 5 = Ach+D(4H2—(1+v)K){—w|§+b“ﬂbaﬂw—

~ 'Ez;T [—2H(AD + 2K D + (149) (D o5+ 2HKQ5)]} +2(1 =) HDd*dPa sy, .

Poréwnajmy teraz wyrazy zawierajace drugie pochodne funkcji stojace w mawiasie
kwadratowym w (25) z wyrazem 4,9 znajdujacym sig¢ po prawe]j stronie powyzszego
réownania (25). Widzimy, ze wyrazy te, zawierajace tego samego rzgdu pochodne funkcji @
sa mnozone przez wspolczynnik D/EAR? rzedu h?*/R?, a wigc moga by¢ w tym réwnaniu
pominigte. Otrzymujemy wigc }

(26) (S —bEMYP)b,g = 4, D —(4H*—(1+»K)D[wli+
(4H? —2K)w]~2(1—») HDd**dPrb 4 2,

Jest to wynik jaki otrzymaliby$my pomijajac wyraz 26*° ¢, w wyrazeniu (16). Wynik
ten jest interesujacy gdyz oznacza, Ze w réwnaniu réwnowagi rzutéw sil na kierunek
normalny efekty zmiany krzywizny przy malych odksztalceniach powierzchni érodkowe;j
g8 €1 mozemy obliczy¢ tak jak dla powierzchni odksztalcajacej sie izometrycznie,
to znaczy przy &, = 0. Wplyw tych odksztalcen jest jak si¢ okazuje rzedu A%/R?. Jezeli
wykorzystamy ten wniosek otrzymamy, ze przeksztalcajac réwnanie réwnowagi (26)
mozemy przyja¢ dla tensora zmiany krzywizny

(27) Heg = — W|aﬂ—'caﬂw'

Przeksztatémy obecnie ostatni wyraz wystepujacy w réwnaniu (26), po wykorzystaniu
(15) otrzymamy

(28) d¥dPb g3, = Aew +d**dPb, 5 [DA( & pu+ @)+ D80+ w,p1)] -

Podkreflony wyraz daje w réwnaniu (26) wyrazenie rzedu

Eh3 h2n?

1
HP e o) = 5y rems 0) = agagz o(P): P olew) = o(ep).
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Poréwnajmy teraz ten wyraz z najwickszym wyrazem w réwnaniu (26) zawierajagcym
2

| = - .
funkcje naprezen, to znaczy z wyrazem g rzedu " r—[~20(¢).W1d21my, ze podkreslony

wyraz daje blad rzedu (A/R)? i moze by¢ pominigty. Ostatecznie otrzymujemy réwnanie
(28) w postaci

(S —b2M*P)byy = Ay —(4H?*—(1+7)K) D[Aw + (4H? =2K)w]+2(1 —») HD Ay w.
Zajmijmy si¢ obecnie pierwszym wyrazem réwnania (1),.

(29) M*|,p = D[l — (L —»)d*d™s;,,).

Pierwsza cze$é tego wyrazenia przedstawia Axj. Cheac przeksztalcié drugi wyraz (29),
ktéry jak sig mozna przekonaé¢ ma mata wielko$¢ w poréwnaniu z pierwszym wyrazem
w nawiasie, wykorzystajmy zaleznoi¢ (15) omdwiong powyiej. Wtedy po podstawieniu
1 przeksztatceniach otrzymujemy

(30)  d¥dMsesp = 2K Aw+2H (A, w+2HKW) — ddP [B5( e+ ) + b5 €00+ 0p1) ] jop -
Pelne réwnanie rownowagi (1), ma wtedy postac
(Bl) =M —(S* —bEM*)b,; = DA[A+(4H* —2K)]w+
+2(1—1})D[KAw+H(A,‘w+HKw)]+D(_4H2—(l+v)K)[Aw+(4H2—2K)w]+
+2(1~v)HDAkw—AkQ)+(1—v)Dd“"d’J“[bﬁ(sl'}+wp,,)+bﬂ(sp1+wp1)]|aﬁ = p3

Latwo wykazad, Zze podkreslony wyraz jest rzgdu

3 4

e KB 0@ G2y ole) = ow),

Poréwnujac go z wyrazem A, ¢ widzimy, ze jest on rzgdu A2/L? € 1 i moze by¢ po-
minigty.

Powyzsze réwnanie zawiera jedynie dwie nieznane funkcje w i ¢ i moze byé uznane
za pierwsze z dwu podstawowych rownan powloki o wolno zmiennych krzywiznach.
Roéwnanie to mozna nieco uproscié jezeli do przeksztalcenia pewnych matych wyrazow
wykorzystamy réwnanie zgodnosci odksztalcen (2),

32) AP gy e, = —d*P AR & pp1t € — Eaup e
Pordwnujac zaleznosci (30) i (32) widzimy, Ze

l 7 4
2HApw = —2KAw—4H K+ - 24 o(D).
Jezeli wykorzystamy te zaleinoéé do przeksztalcenia pewnych matych wyrazdw w rdw-
naniu (31) otrzymamy réwnanie w ktorym wyrazy wynikajace z udziatu odksztatcen
. . . a*h? .

bionowych i obrotéw (e, i my) sa rzedu 2k -0(¢). W poréwnaniu z wyrazem
Arep, ktdrego rzad wielkosci wynosi (72/RL*)o(®), sa one rzedu h*/L> a wigc mogg byé

pominigte. Ostatecznie otrzymujemy pierwsze podstawowe rdéwnanie w postaci

(33)  D[A+4H*— (3 —»)K[4+4H?*—2K]w+4(l —») DK(H?> - k)w+ A, D = P>.



ROWNANIA LINIOWEJ, ZGIECIOWE] TEORII POWLOK 175

Powyzsze réwnanie 16zni si¢ od réwnania poprzednio wyprowadzonego w pracy [3]
jedynie matym wyrazem 4(l —») DK(H?*—-K)w 1z¢du L*/R*, ktéry moze by¢ najczeiciej
pominigty. Dla powloki kulistej i walcowej wyraz ten réwny jest zeru.

Aby otrzymaé drugie réwnanie zawierajgce te same dwie nieznane funkcje, to jest
ugiecie normalne w i funkcje naprezed ¢ wykorzystajmy réwnanie zgodnosci odksztatcen

(2)1 A ’ 2
d*fd [ Eppa— Do 9] + K5 = 0.

W réwnaniu tym mozemy odksztatcenia wyrazi¢ przez sity blonowe, a te z kolei przez
funkcje naprezen @ korzystajac z wzoréw (3). Mamy wigc
1
Lap = Eh (%) 551'— (1 +V)dazdﬁus)‘”],
gdzie S¥ = R +2bE M.
Po podstawieniu S* z (8) otrzymujemy

1 2D .
& =~ G (e AP — (1 +9) D s+ (1 —v)a,, KP] + B [(—aup2H+ (14+v)byg) i+

+ (1 —V)aaﬂ b"xx,,l + (1 '—'Vz)(bg Hpp— 2onz[})] .

Po podstawieniu do réwnania (2); i wykonaniu réZniczkowania otrzymujemy
1 i 2D
(G4 d®Bdyepupn = ¥ {A(A¢+(1 ~a,)K<Z>)+(1_+v)daﬁdmcb,w,,} + mo(x§|§).

Mozna si¢ przekonaé, po wykonaniu do$¢ pracochionnych przeksztalcen, ze ostatni
wyraz réwnania (34) zawiera jedynie wyrazy rzgdu drugich pochodnych funkcji w mnoZone
przez wspolczynnik 2D/EhR®. Przeksztalémy jeszcze powyzsza zalezno$é, mamy

d*Pd |5, = Ka”®|,, +K|, D

Ostatni wyraz K|,¢|* w poréwnaniu z wyrazem poprzedzajacym jest rzedu pL/Lg.
Jednakze gdy poréwnamy go z najwickszym wyrazem AA@ w réwnaniu (34) otrzymujemy,
ze pominigcie go daje btad rzedu p, = pL3/n?R2Ly.

Poniewaz p < 1; (L/R)* < 1; L/Lp < 1; ®? ~ 10, widzimy, Ze pominigcie to jest
dopuszczalne w ramach rozpatrywanego wariantu zgieciowej teorii powltok cienkich,
(02 € 1).

Pomijajac wyraz zawierajacy pochodna krzywizny Gaussa K otrzymamy

(9 gy = - (A4 —v)K(D)+(1 +0KAD) +

o(dw) = lh (A(Ap+2KD)) + o(dw).

D
EhRJ EhR?
Drugi wyraz réwnania (2); mozna przeksztalci¢, wykorzystujac zaleznos¢ (16). Otrzy-
mamy wtedy

(36)  —d*PdM by gy = — Ay w4dPdMb,, 208 &5y = —dw+ (1—v)K[A(15+2K¢>]
Trzeci wyraz K&} po wyraZeniu e, przez funkcje naprezefd otrzymuje postaé

(37) Kej= — 1E” K[dp+2KD].
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Dodajac wyrazy (35), (36) i (37) otrzymamy réwnanie zgodnosci odksztalcen w postaci

1 2D
(38) En {A4(AD +2KD)+ (1 —»)K(d+2K)D} — A w+ R O(Ai) = 0.

Poréwnajmy ostatni wyraz powyZszego réwnania, mnoZony przez wspotczynnik
D/ERR® z wyrazem A, w. Poniewaz wspolczynnik ten jest rzedu h*/R? wyraZenie to moze
by¢ pominiete. JeZeli nie skorzystamy ze wspomnianych przedtem przeksztalcen i porow-
namy ostatni wyraz réwnania (34) z A, w otrzymamy, ze jest on rzgdu h/L* co réwniez

dowodzi, 2e moze by¢ pominiety. Ostatecznie mozemy zapisa¢ rownanie (38) w prostej
postaci

(39) flﬁ [4 4+ (1 =) KJ[A +2K]D—dyw = 0.

W wyniku przeksztalcen otrzymaliémy uklad dwu réwnan rézniczkowych (38) i (39)
zawierajgcych dwie nieznane funkcje w i ¢, ktére moga by¢ uznane za podstawowe row-
nania powloki o wolno zmiennych krzywiznach. Rozwiazanie tych réwnan okresla w i ¢,

a nastepnie wszystkie poszukiwane wielkoéci. Sity przekrojowe N* otrzymujemy z wzoréw
N*# = R 3-b= M*,

3. Wariant drugl, tak zwany ,,najlepszy warlant roéwnan teorii cienkich powlok®

RozwaZmy jeszcze drugi wariant réwnan podstawowych zwany ,,najlepszym” warian-
tem réwnan teorii powlok cienkich. Wtedy podstawowe réwnania przyjmuja postaé [4]
Roéwnania réwnowagi

I
aff 3 - (B8 Aal . Ba AfAB _ R AfAB P* =
(40) [S + 3 (b4 M**—bSM )]Iﬁ b Mg+ 0,
Maﬂlaﬁ+suﬁbaﬂ+]33 = 0.
Roéwnania zgodnoséci odksztalcen

Ad*PAM [ &1 — boy 03] = 0,
S B JA 1 b4 4 4
d*Pd™ | 0pr— 5 (bf &,0+ bl 2,p) |,‘+b?-(bvﬂw+ Eyuip— Epui)} = 0.
Roéwnania konstytutywne
1
42 &ap = gy [(1+9)Sap —¥Sagsl,  M* = D[(1-9)¢" +vg}a].
gdzie ¢,p jest tzw. modyfikowanym tensorem zmiany krzywizny danym przez

1
@“3) tap = #ap + 5 BLE e,

Pomigdzy rzeczywistymi, niesymetrycznymi tensorami sit 1 momentéw wewngtrznych
a ich symetrycznymi reprezentacjami istnieja nastgpujace zaleznosci

44) NP = SeP_ o M,



ROWNANIA LINIOWEJ, ZGIECIOWEJ TEORIL POWLOK 177

Réwnanie rownowagi (40), dla powlok o wolno zmiennych krzywiznach mozna przed-
stawié w postaci

(45) [Saﬂ + % (b‘,{MM—Sb%M"")]m+P“ = 0.

Réwnanie to moze byé spelnione tozsamos$ciowo. Jezeli wprowadzimy funkcje @
okreslong jako

(46) S“"+%(b§M“‘—3b3me) = R? = —dd"®y,—Ka'.

Wyrazy drugiego z réwnan réwnowagi (40), przyjmuja po przeksztalceniach nastg-
pujaca postaé
Sy = 4@ +D{[4H*—(1+»)K]o} —2H(1 —) A w},
M*|,5 = —D{4[4+@AH*=2K)lw+2(1 —»)K(A +2H*)w+2(1 —») HA,w},
gdzie Axp = b R%.
Po dodaniu otrzymujemy réwnanie identyczne z réwnaniem (30) otrzymanym po-

przednio. Drugie réwnanie podstawowe wyprowadzone na podstawie réwnania zgodnosci
odksztalcen (41); przyjmuje réwniez t¢ sama postaé co poprzednio, gdyz nie wystepujacy

47

. 1 .
w tym réwnaniu wyraz Ke} jest skompensowany wyrazem > (b, ,8+ b &,,) pojawiajgcym

sie w wyraZzeniu (43) dla tensora zmiany krzywizny. W rezultacie otrzymujemy drugie
réwnanie podstawowe identyczne z rownaniem (39).
Réwnania dla sit przekrojowych N*® s nastepujace

“8) N* = R+ % (b5 M — b M)

i ré2nia si¢ od zaleznos$ci w poprzednio rozpatrywanym wariancie rownani podstawowych.

4, Warunki brzegowe

Podstawowy uktad réownan (33, 39) teorii powlok jest dsmego rzedu. Pozwala wiec
na spelnienie czterech warunkéw brzegowych na kazdym brzegu powloki, podobnie jak
ma to miejsce w klasycznej teorii powlok o matej wyniostosci, Warunki te moga mieé
charakter geometryczny lub statyczny.

Jezeli geometryczne warunki brzegowe sa wyrazone przez odksztalcenia i zmiany
krzywizny wtedy trzeba wyrazi¢ odksztalcenia przez funkcje naprezen, korzystajac z wzo-
16w (3) oraz z zaleznosci (8). Zmiany krzywizny powierzchni $rodkowej okreslone sg
téwnaniem (15). Poniewaz, jak wykazano poprzednio wyrazy zawierajace funkcje skla-
dowych tensora odksztalcenia powierzchni §rodkowej daja w podstawowych réwnaniach
(33) (39) efekty rzgdu (h/R)* i (h/L)?, vzasadnione jest wiec pominiecie ich réwniez w wa-
runkach brzegowych dotyczacych tych réwnan. Wtedy mozemy korzysta¢ z wyraZenia
(27) przy okresleniu skfadowych tensora zmiany krzywizny. Mozliwe jest réwniez speinienie
warunkéw brzegowych w przemieszczeniach, Badamy wtedy spelnienie warunkéw brze-
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n

.. adw . . )

gowych przez ugigcie w1l 5, oraz skladowe styczne wektora przemieszezenia u,. Poszuki-
n :

wanie skfadowych u, wymaga scatkowania zaleznosci (6).

Statyczne warunki brzegowe mozna wyrazi¢ przez sity 1 momenty brzegowe. Korzy-
stamy przy tym z zalezno$ci (4), (8) i (3),. Konieczne jest przy tym wprowadzenie sta-
tyczne réwnowaznych sit brzegowych. Podstawowy ukiad réwnad wraz z odpowiadajacymi
im warunkami brzegowymi moze by¢ w ramach przyjetych przyblizen wyprowadzony
z warunkow wariacyjnych. Jednakze zagadnienie to bedzie przedmiotem oddzielnej publi-
kacit.

5. Whioski

Wyprowadzenie wyZej przedstewionych réwnan teorii powlok o wolno zmiennych
krzywiznach opiera si¢ na zalozeniu, ze mozemy pomijaé wyrazy rzedu A?/R2? h2[L>
w poréwnaniu z jednoscia oraz mate wyrazy okreSlone w § 1, wynikajace z efektu zmien-
nosci krzywizny powicrzehni srodkowej powloki. Przyjeto réwniez, ze dlugos¢ fali ugiecia
naprezenia jest rzedu ~ Rh i I < R. Poniewaz wiele probleméw technicznych spemia
przyjete warunki, réwnania. te, dzigki swej prostocie, moga by¢ uZyteczne w obliczeniach
inzynierskich. ,

Powyzsze réwnania sq réwnaniami liniowej teorii powlok gdyz wszystkie efekty nie-
linjowe wynikajace ze zmiany geometrii powloki zostaly pominigte. Jednakze fatwo mozna
je uog6Ini¢ na przypadek nieliniowy dotyczacy umiarkowanie duzych ugigé. Bedzie to
tematem nastgpnej publikaciji.
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Pesome

YPABHEHWSI JJMHEVHON TEOPHMM M3THBA OBOJIOUEK C MEIJIEHHO
N3BMEHAIOUHMMICS KPUBHU3HAMH.

B paGore paccmoTpenn! (hyHAaMeHTanbHbIe YPABHEHHA TEOPHH OOOJIOUEK C MEMJIEHHO H3MEHS-
JOIUUMUCA KpABA3HaMH, B cpaBHennn ¢ mpedbixynumu pafoTamH aBTOpa CHAech Aad Gojiee TOUEH H CH-
CTEMATHYHCKPII BBLIBON YPABHEHHH, a TAK)KE OLICHKA TOUHOCTH PEIUEHMS.
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CucremMa (byHAAMEHTANLHLIX AM(EPENLHANBHLIX YPaBHEHHH 0DOJIOUKY CBeficHA K CHCTeMe nBYX
JuddepeHnUansHLIX YPAaBHCHHE 15T HOPMAJIBHOTO M3riba M (hYyHKIMH HANPSIKEHHIT,

TIpoananuaoBano ABa BapHAHTBI AM(DGhEPEHIMANPHBIX ypaBIeH#it U A0Ka3aH0, UTo IS OBOJIOUeK
C MEVICHHO HIMEHSIOLHMACA KPHBH3HAMIT, MOay4eHbl DYHAGMEHTANBHEIE YPaBHEHHST MACH T UMb,

Summary

EQUATIONS OF THE LINEAR THEORY OF SHELLS WITH SLOWLY VARYING CURVATURES

In the paper the fundamental equations are presented of the theory of shells with slowly varying curvatures.
In comparison with the author previous works, here, a consistent and complete derivation of the funda-
mental equations is given. The system of differential equations of the theory of shells has been reduced
to the system of two differential equations for the normal deflection and the stress function. Two variants
of the differential equations have been analysed and it has been proved that in the case of shells of siowly
varying curvature they lead to the identical fundamental equations.
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