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Wstęp

Równania teorii powłok o wolno zmiennych krzywiznach były tematem- wcześ niej szych
prac  autora  [1, 2, 3],  w  których  wyprowadzono  podstawowe  równania  dla  tego  typu
powłok. Niniejsza praca przedstawia  wyniki  dalszych  badań w  tym zakresie. W  stosunku
do  prac poprzednich zawiera  pełne,  formalnie  ś cisłe  i'bardziej  konsekwentne  wyprowa-
dzenie równań podstawowych  oraz  ocenę  ich dokładnoś ci. Zostały przeanalizowane  dwa
warianty  równań  teorii  powłok,  oparte na  dwu  róż nych  miarach  tensora  zmiany  krzy-
wizny  [4], które  są   uznane  obecnie  za  najlepsze.  Wykazano,  że  w  przypadku  powłok
o wolno zmiennych krzywiznach  oba  te warianty  prowadzą   do  tej  samej  postaci  równań
podstawowych.

1 .  Z a ł o ż e n ia  p o d s t a w o we  - .• '• • ,':•;

Zajmijmy  się   analizą   powłok  wyniosłych,  których  krzywizny  są   wolno  zmiennymi
funkcjami  współrzę dnych 01  i 02 .  Przez okreś lenie  „funkcja  wolrio  zmienna" rozumiemy
funkcję ,  której  stosunek  jej  pierwszej  pochodnej  do  niej  samej - jest wielkoś cią   mniejszą
od  jednoś ci  w  całym  obszarze,  za  wyją tkiem  otoczenia  punktów  gdzie  ta  funkcja  jest
bliska zeru. Dla tego typu powłok moż na uzyskać uproszczone równania dobrze nadają ce.
się   do obliczeń liczbowych.  W  omawianej  klasie powłok znajdują   się   oczywiś cie  powłoki
kuliste i powłoki walcowe, których krzywizny  są  stałe. Moż na wykazać, że również powłoki
odbiegają ce  od walca  i  kuli, lecz  o łagodnie zmiennych krzywiznach  mogą   być  obliczone
w  ten sposób;  Obecnie wykaż emy,  że podstawowy  układ równań powłok cienkich moż na
sprowadzić  do  układu, dwu  równań  róż niczkowych  dla  ugię cia  normalnego  w  i  funkcji,
naprę ż eń 0.  Funkcję  tę  definiujemy  w podobny sposób jak  w przypadku  płaskiego zagad-
nienia  teorii  sprę ż ystoś ci.  Staje  się   to  moż liwe  dzię ki  dokonaniu  pewnych  uproszczeń
w  równaniach podstawowych,  Uproszczenia te są   dopuszczalne jeż eli  przyjmiemy  pewne
dodatkowe  warunki  i  dokonamy  oceny  błę dów popełnionych przez  przyję cie  zależ noś ci
uproszczonych.

W  dalszych  rozważ aniach  bę dziemy  opierać  się   na  założ eniach  i  równaniach  teorii
powłok  cienkich podanych w pracach  KOITERA  i  SIMONDSA  [4, 6].  Ponadto  przyjmiemy
założ enie  dodatkowe  dotyczą ce  zmiennoś ci  krzywizny  powierzchni  ś rodkowej.  A  wię c
założ ymy, że powłoka jest na tyle cienka, że moż emy pomijać wyrazy  rzę du  (hJR)2  w po-
równaniu z jednoś cią.  Dalej przyjmiemy,  że odkształcenia powierzchni ś rodkowej  powłoki
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są   na  tyle  mał e,  że moż emy pomijać  wyrazy  rzę du  odkształ cenia powierzchni  ś rodkowej  s
w porównan iu  z jednoś ci  (e  4  1).

Powyż ej:  h —  oznacza  grubość  powł oki,  R—  mniejszy  z  głównych  promieni  krzy-
wizny  powierzchni  ś rodkowej  powł oki.  l/ R  3  mm(baP).

N a  razie  zajmiemy  się   tylko  zagadnieniami  liniowymi.  Aby  ocenić wielkość  wyrazów
zawierają cych  róż ne  pochodne  skł adowych  stanu  odkształ cenia  i  naprę ż enia,  wystę-
pują cych  w  równaniach teorii powł ok wprowadzimy  parametr L  charakteryzują cy  dhigość
pół fali  przemieszczenia.  Przyjmijmy,  że  stan przemieszczenia  powł oki zmienia  się   zgodnie
ze  wzorem

.  7i©„   .  n6a

w  =  wosin  .  Ba  =  % s m —  a  = 1 , 2.

gdzie  w —jest  ugię ciem normalnym do powierzchni  ś rodkowej,
Qa  —  współ rzę dną  krzywoliniową   na powierzchni powł oki,
Va. —  skł adową   styczną   wektora  przemieszczenia

wtedy  rzą d  wielkoś ci  tych wyrazów  wynosi

o(w)  =  w0,  o{va)  =   va0,

Przyjmujemy,  że  zajmować  się   bę dziemy  najczę ś ciej  spotykanymi  przypadkami,  dla
których  o(w0)  >  o(vaO).

Rzą d  wielkoś ci  pochodnej skł adowej  wektora  przemieszczenia moż na  ocenić  na  pod-
stawie  zależ noś ci

dw  n  7iOa  .  I   8w
_ ,  a  wiec  o ^80a  "°  i

oraz  o(w\a) =   ~o(w).

Zał oż ymy  dalej,  że podobnie zmiana stanu naprę ż enia towarzyszą ca  stanowi  zgię ciowemu
może  być  scharakteryzowana  przez  tę   samą   odległość  L.  Przyjmijmy,  że  rozpatrywana
w  tej pracy  klasa  zagadnień  zgię ciowej  teorii powł ok cienkich dotyczy  takich  przypadków,
dla  których  speł nione są  nastę pują ce  warunki

h2/ R2  <  1,  h2/ L 2  ^  1.

Ponadto  przyjmijmy,  że  L2/ R2  <  o( l)  co  oznacza,  że  wyrazy  rzę du  (L/ R)2  nie  bę dą
pomijane  w  porównaniu  z  jednoś cią.  Moż na  się   przekonać,  że  powyż sze  zał oż enia  są
speł nione  w  najczę ś ciej  spotykanych  przypadkach  technicznych,  w  których  wystę puje
zginanie  powł ok.  Dalsze  zał oż enie  dotyczy  zmiennoś ci  promieni  krzywizny  powł oki.
Aby  ocenić  wielkość  wyrazów  zawierają cych  pochodne  tensora  krzywizny  powierzchni
ś rodkowej  6a/3  przyjmujemy,  że  tensor  ten  może  być  np.  przedstawiony  w  nastę pują cy
sposób

ł>aB —

gdzie  bafi0  jest  wielkoś cią   stałą   i  przedstawia  ś rednie  krzywizny  powierzchni  ś rodkowej
powł oki,  Q —jest  pewną   liczbą   bezwymiarową   mniejszą   od jednoś ci  oznaczają cą   stosunek
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przyrostu  krzywizny  do jej  wielkoś ci  ś redniej,  LR  jest dł ugoś cią   charakteryzują cą   szybkość
zmiany  skł adowych  tensora  krzywizny  powierzchni  ś rodkowej.

Przyjmijmy,  że  bę dziemy  rozpatrywali  powł oki  dla  których  stosunek  L\LR  <  1.

Z  powyż szego  wynika,  że  rzą d  wielkoś ci  pochodnej  tensora  krzywizny  moż na  ocenić

jako

Opierając  się   na  powyż szej  ocenie  moż emy  stwierdzić  również,  że

gdzie  K jest krzywizną   G aussa.
Przyjmijmy  dalej,  że  zmiany  krzywizny  rozpatrywanych  powł ok są   na  tyle  niewielkie

i  odbywają   się   na  tyle  powoli,  że  moż emy  pomijać  wyrazy  rzę du

w  porównaniu  z  jednoś cią.  Jeż eli  g  =  rnax(g),  niech  g  <§ 1.  Powyż sze  warunki  są   naj-
czę ś ciej  spełnione  w  tych  problemach  technicznych,  dla  których  są   sł uszne  zał oż enia
zgię ciowej  teorii  powł ok  cienkich.  Ponieważ  g  <  1,  hjR  ~  0,05 — 0,001  <  1,  a  dł ugość
fali  ugię cia  L  jest  rzę du  ]/ hR,  a  wię c  gdy  LjR  ~  LjL R  ~  ]/ij/_R  <  1,  pomijane  wyrazy
wynoszą   kolejno  (przy  np.  e  =  0,3,  A/i?  =  0,01),  0,3  •   10~3,  0,3  •   10~4,  1 •   lO " 3.

Podstawowy  ukł ad  równań  liniowej  teorii  powł ok,  po  wyeliminowaniu  sił   poprzecz-
nych, przyjmuje  nastę pują cą   postać  [4, 6, 7] (przy zmienionych znakach tensora momentów
i zmiany  krzywizny).

—  równania  równowagi

{8*- V$M- »%- l%W% + P*  m  0,

=   0,  «j  = 1 , 2

—  równania  zgodnoś ci  odkształ ceń

^ ) =  o,

gdzie  da/ i  jest  tensorem  permutacyjnym,
—  równania  konstytutywne

gdzie  Z> =   Eh3/ 12(1  - v2)  jest  zgię ciową   sztywnoś cią   powł oki,  /i —  gruboś cią   powł oki.
<92  =  max(A/Z,, |/ / z/ i?,]/ e).  W  powyż szych  równaniach  Sal>  oznacza  skł adowe  tensora
sił   bł onowych, a Mafl  są   skł adowymi  tensora  momentów  gną cych,  %at) i  eap  przedstawiają
tensory  zmiany  krzywizny  oraz  tensor  odkształ cenia  powierzchni  ś rodkowej.  Wszystkie
wyż ej  wymienione  wielkoś ci  są   tensorami  symetrycznymi,  spełniają cymi  zasadę   prac
przygotowanych.  Pomię dzy  rzeczywistymi,  niesymetrycznymi  sił ami  i  momentami  we-
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wnę trznymi  działają cymi  w  przekroju  powłoki  a  ich  symetrycznymi  reprezentacjami

istnieją   nastę pują ce  zależ noś ci

(4)  W*"  =   Sap- b«Mvfl;  Map  =   MPa'.

Tensor  zmiany  krzywizny  ««/}  dany jest  wzorem

gdzie  2//   =  6a  jest  ś rednią   krzywizną,  a  iśT krzywizną   G aussa.  Tensor  odkształ cenia  po-
wierzchni  ś rodkowej  eap  wynosi

(6)  eap  =  y  (

gdzie  ua  — jest  skł adową   wektora  przemieszczenia  na  powierzchni  ś rodkowej,  w —  prze-
mieszczeniem  normalnym do powierzchni  ś rodkowej.

2.  Przekształcenia  równań  podstawowych

Powyż szy  ukł ad  równań  róż niczkowych,  razem z warunkami  brzegowymi  okreś la  stan
naprę ż enia  i  odkształ cenia  powł oki  o  umiarkowanie  duż ych  ugię ciach.  Aby  sprowadzić
powyż szy  ukł ad  do postaci  bardziej  dogodnej  do  obliczeń  liczbowych  dokonujemy  nastę-
pują cych  przekształ ceń.  Opierając  się   na  założ eniu  o wolnej  zmianie  krzywizny,  pierwsze
z równań  równowagi  moż na przedstawić  w  postaci

(7)  (SaP- 2b^Mv%li+pa  =   0.

Zostaje  tu  pominię ty  wyraz  b^M'  ̂ zawierają cy  pochodną   tensora  krzywizny.  Dopusz-
czalność  takiego  uproszczenia jest wykazana  w  dalej  przytoczonych  rozważ aniach. M iano-
wicie,  przyjmujemy  zgodnie  z  zał oż eniami  zgię ciowej  teorii  powł ok,  że  odkształ cenia
spowodowane  zginaniem  są   tego  samego  rzę du  co  odkształ cenia  stanu  bł onowego,  wtedy
rzą d  wielkoś ci  skł adowych  tensora  odkształ cenia  sap  moż na  ocenić  jako

o(eap)  -   o(xxPh).

Rzą d  wielkoś ci  pomijanego  wyrazu  wynosi  wię c

Eh3

podczas  gdy  rzą d  wielkoś ci  wyrazu  Sal>\p  wynosi

Porównując  oba  te wyrazy  ze  sobą   widzimy,  że  pominię cie wyrazu  i* l / 3M
v^  daje  bł ą d

równaniu  (7)  rzę du  g——— =  gL  w  porówna
LRR

począ tkowymi  uproszczenie  to jest  dopuszczalne.

w  równaniu  (7)  rzę du  Q  •   •—  =  o :  w  porównaniu  z  jednoś cią.  Zgodnie  z  zał oż eniami
LRR
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Aby  obliczyć  wielkość  u\ wykorzystajmy  wyraż enie  (5) dla tensora  zmiany  krzywizny
«<*/?•  Wyraż enie  to  może  być  przekształ cone  jeż eli  wykorzystamy  zależ ność  (6).

Mnoż ąc  obie  strony  równania  (6) przez  b%  i  bp  otrzymamy  po dodaniu

I   i
(14)  b^E^n + bpSsg,  — - ^- ba,{ugip- ł - up\g) + —  bp(u6\a+ua\s)  —  2Capw.

D odając  stronami  równania  (5) i  (14) otrzymamy  nastę pują ce  wyraż enie  dla tensora

zmiany  krzywizny

(15)  xap+l

gdzie  co â — - =-   (I'AI« —«o|a) jest  tensorem  obrotu  dookoła normalnej do powierzchni  ś rod-

kowej.

Ostatni,  podkreś lony  wyraz  jest  rzę du  QL/ LR  W porównaniu  z pozostał ymi  wyrazami
zawierają cymi  funkcje  przemieszczenia  wa.  Jeż eli  o(wtt) ~  o (w)  wtedy  w  porównaniu
z  pierwszym,  najwię kszym  wyrazem  w\ap jest  on rzę du  QZ =   ~QL2J7ILRR.  Ponieważ  przy-
ję liś my,  że o(ua) < o(w),  (odpowiada  to przypadkom  najczę ś ciej  spotykanym w technice),
oraz  g  <  1, L/ LR  <  1, L/ R <  1 a wię c  dla rozpatrywanej  klasy  powł ok o wolno  zmien-
nych  krzywiznach  podkreś lony  wyraz  jest  mały  i może być pominię ty. Wtedy  otrzymamy

(16)  4=  -
gdyż wyraz  (b^co^+b^co^cf11 = 0.

Zajmijmy  się   teraz  drugim  wyrazem  równania  (1)2

(17)  {Sal>- b*Mrt)bat

Wykorzystując  wyraż enie  (9) otrzymamy

(18)  (RaP+b«Mrf)baP =  - (d^d^^+K

gdzie  operator  A  ̂ oznacza  nastę pują ce  wyraż enie

(19)  Ak0  =   - d^dHaP0\ lll

Przekształ ć my  teraz  wyraż enie  (18)  wykorzystując  toż samość  (13). Mamy

(20)  C^M*  =  DCtfla^Hl-  (1  - y

Wykorzystajmy  w powyż szym  równaniu wyraż enie  (16) dla tensora zmiany  krzywizny
>Ą . Wyraż enie  to zawiera  czł on  2baPeap  który  jak  się  moż na przekonać po podstawieniu
do  równania  równowagi  (18) daje  wyraz  rzę du  h2/ R2  w porównaniu z pozostał ymi  wyra-
zami  tego  równania. Aby to udowodnić zauważ my,  że wyraż enie  to moż na wyrazić  przez
funkcję   naprę ż eń  0  korzystając  z  równań  konstytutywnych  (3)x

(21)  ^

Ponieważ

(22)  S% =  Rl+lb^M^  =   - {A&+2K0)+4HD>Ą - 2(\ - v)Dbaf,d«W>cXll
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Przekształ cając  podobnie  drugi  wyraz  w  wyraż eniu  (21)  otrzymamy

(23)  &****&&*   -   - b«P&\al3

Po podstawieniu  do równania  (21) mamy

(24)  4=  4r {
Jan

+   (1 +v- )[bal)&\ al)+2HK0- 2(l  +v)

Powyż szą   zależ ność moż na wykorzystać  do obliczenia  x\ .

Zauważ my,  że gdy podstawimy  (24) do równania  (16),  otrzymamy  po prawej  stronie
tego  równania  wyrazy  rzę du  (D/ EhR2)xz.  Współ czynnik  D/ EhR2  stoją cy  przed  tymi
wyraż eniami  jest  rzę du

h2/ Rz  4  1;  (D/ EhR2  =   Eh2/ l2(l- v2)ER2).

A  wię c  wyrazy mnoż one przez  ten współ czynnik  moż na pominąć w porównaniu  z wy-
razem  xl  wystę pują cym  po  lewej  stronie  równania  (16). Wtedy  otrzymamy  nastę pują ce
wyraż enie  dla drugiego  wyrazu  równania  równowagi  (18)

(25)  ^  )

^  } +  2(1 -
Eh  l

Porównajmy  teraz  wyrazy  zawierają ce  drugie  pochodne  funkcji  stoją ce  w  nawiasie

kwadratowym  w  (25) z  wyrazem  Ak0  znajdują cym  się   po  prawej  stronie  powyż szego

równania  (25). Widzimy,  że wyrazy  te, zawierają ce  tego  samego  rzę du pochodne funkcji  0

są   mnoż one przez  współ czynnik  DjEhR2  rzę du  hz/ R2,  a  wię c  mogą   być w  tym równaniu

pominię te.  Otrzymujemy  wię c

(26)  (S^- bJAf*)̂   =  Ak0- (4H2- (l+v)K)D[w\ź  +

Jest  to wynik  jaki  otrzymalibyś my  pomijając  wyraz  2#"5fi ap w wyraż eniu  (16).  Wynik
ten  jest  interesują cy  gdyż  oznacza,  że  w  równaniu  równowagi  rzutów  sił  na  kierunek
normalny  efekty  zmiany  krzywizny  przy  mał ych  odkształ ceniach powierzchni  ś rodkowej
ea/3  <̂  1  moż emy  obliczyć  tak  jak  dla  powierzchni  odkształ cają cej  się   izometrycznie,
to  znaczy  przy  ea/3 = 0. Wpł yw  tych  odkształ ceń jest jak  się   okazuje  rzę du  h2/ R2.  Jeż eli
wykorzystamy  ten  wniosek  otrzymamy,  że  przekształ cając  równanie  równowagi  (26)
moż emy przyją ć  dla tensora zmiany  krzywizny

i11)  Kp  =  - w|a/5- ca/9W.

Przekształ ć my  obecnie  ostatni  wyraz  wystę pują cy  w  równaniu  (26), po  wykorzystaniu
(15)  otrzymamy

(28)  dPWb,*tt*  -   Ak

Podkreś lony  wyraz daje  w równaniu  (26) wyraż enie  rzę du

12(1-  ̂ °(S^  °m
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Porównajmy  teraz  ten wyraz  z najwię kszym  wyrazem  w  równaniu  (26)  zawierają cym

funkcję  naprę ż eń, to znaczy  z wyrazem  Akcf> rzę du  — - - —^o(<£). Widzimy,  że podkreś lony

wyraz  daje  bł ąd  rzę du  (h/ R)2  i może być pominię ty.  Ostatecznie otrzymujemy  równanie

(28) w postaci

(Safi- b^M^)bafi  =   Ak(j> - ~(4HZ - (l+v)K)D[Aw  + (4H2  - 2K)w]  +  2(l- v)HDAkw.

Zajmijmy  się obecnie  pierwszym  wyrazem  równania  (1)2.

(29)  M«<V  =   D K l £ -   (I  - *)FWHIW&  •

Pierwsza  czę ść  tego  wyraż enia  przedstawia  Ax1/ ).  Chcąc  przekształ cić drugi  wyraz  (29),
który  jak się moż na  przekonać ma małą  wielkość  w  porównaniu z pierwszym  wyrazem
w  nawiasie,  wykorzystajmy  zależ ność  (15)  omówioną  powyż ej.  Wtedy  po podstawieniu
i  przekształ ceniach otrzymujemy

(30)  dPdPxitw

Peł ne  równanie równowagi  (1)2 ma wtedy postać

(31)  - M*\0- {S«V- b«Mrf)bali  =  DA[A  + (4H2- 2K)]w +

Ł atwo wykazać,  że podkreś lony wyraz jest rzę du

Eh3  1  1
12(1  - v2)  R  Eh L*

o(<P)  (przy  o(«a/ 5)  ~  o(wap),

Porównując  go z wyrazem  Ak<f>   widzimy,  że jest  on rzę du  h2/ L 2  - 4 1 i może być  po-
minię ty.

Powyż sze  równanie  zawiera  jedynie  dwie  nieznane funkcje  co i  <f>   i może być  uznane
za  pierwsze  z  dwu podstawowych  równań  powł oki  o  wolno  zmiennych  krzywiznach.
Równanie  to moż na  nieco  uproś cić  jeż eli  do przekształ cenia pewnych  mał ych  wyrazów
wykorzystamy  równanie zgodnoś ci  odkształ ceń (2)x

(32)  < WV, „ K =   p

Porównując  zależ noś ci  (30) i (32) widzimy, że
1 4

2HA  k w  =  -  2KA  w -   4H2Kw  +  ^ i _  - |4 -  o(0).

Jeż eli wykorzystamy  tę zależ ność do przekształ cenia pewnych mał ych wyrazów  w rów-
naniu  (31) otrzymamy  równanie  w  którym  wyrazy  wynikają ce  z  udziału  odkształ ceń

4u2

bł onowych  i  obrotów  (ea / ) i ojajj)  są rzę du  . .  — \ 7 T D "  O(^> ) .W  porównaniu z wyrazem

Ak<f>,   którego  rząd  wielkoś ci  wynosi  (n2/ RL2)o(0),  są one rzę du  h2/ L 2  a więc  mogą być
pominię te.  Ostatecznie  otrzymujemy  pierwsze  podstawowe  równanie  w  postaci

(33)  D[A+4H 2- (3- v)K][A  + 4H2- 2K]w  + 4{l- v)DK(H2- k)w  + Ak<P = P\
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Powyż sze  równanie  róż ni  się  od  równania  poprzednio  wyprowadzonego  w  pracy  [3]
jedynie  mał ym wyrazem  4(1— v)DK{H2- K)w  rzę du  LĄ[R*,   który  może  być  najczę ś ciej
pominię ty.  D la  powł oki  kulistej  i  walcowej  wyraz  ten  równy  jest  zeru.

Aby  otrzymać  drugie  równanie  zawierają ce  te  same  dwie  nieznane  funkcje,  to  jest
ugię cie  normalne w  i  funkcję  naprę ż eń (f>  wykorzystajmy  równanie  zgodnoś ci  odkształ ceń

W równaniu  tym moż emy  odkształ cenia wyrazić  przez siły bł onowe, a  te z kolei  przez
funkcje  naprę ż eń  0  korzystając  z  wzorów  (3).  Mamy  więc

gdzie  S^
Po podstawieniu  Slft  z  (8)  otrzymujemy

i  2D

Po  podstawieniu  do  równania  (2)t  i  wykonaniu  róż niczkowania  otrzymujemy

(34)

Moż na  się  przekonać,  po  wykonaniu  dość  pracochł onnych przekształ ceń, że  ostatni
wyraz równania (34) zawiera jedynie wyrazy rzę du drugich pochodnych funkcji  w mnoż one
przez  współ czynnik  2D\EhF?.  Przekształ ć my  jeszcze  powyż szą  zależ noś ć,  mamy

Ostatni  wyraz  K\ ,,(j>\ K  w  porównaniu  z  wyrazem  poprzedzają cym  jest  rzę du  QL/ LR.
Jednakże gdy porównamy go z najwię kszym  wyrazem  AA@  w równaniu  (34)  otrzymujemy,
że pominię cie go daje  bł ąd  rzę du Q2 =   QLzln2R2LR.

Ponieważ  Q <  1;  (L/ R)2  <  1;  L/ LR  <  1;  n2  ~  10,  widzimy,  że  pominię cie  to  jest

dopuszczalne  w  ramach  rozpatrywanego  wariantu  zgię ciowej  teorii  powł ok  cienkich,

fe  < 1).
Pomijając  wyraz  zawierają cy  pochodną  krzywizny  Gaussa  K  otrzymamy

(35)  < W£ a A [ |W  = - L   {A(A4> +  (1 - y)K0)  +  (1 + v)

?D  1  2D

Drugi wyraz równania  (2)1  moż na przekształ cić, wykorzystując  zależ ność  (16). Otrzy-
mamy wtedy

( l(36)  - df

Trzeci  wyraz  Ke\  po  wyraż eniu  ea/i  przez  funkcję  naprę ż eń  otrzymuje  postać

(37)  KĄ =  -   igJL X [J0+ 2X0].
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Dodając  wyrazy  (35), (36) i  (37) otrzymamy równanie zgodnoś ci  odkształ ceń w postaci

1  2D
(38)  - ^• {A(A0+2K^)+(l- v)K(A+2K)0}- Akw+- ^ r̂o(Aw)  = 0.

Porównajmy  ostatni  wyraz  powyż szego  równania,  mnoż ony  przez  współ czynnik
DjEhR?  % wyrazem Ak w.  Ponieważ współ czynnik  ten jest rzę du h2/ R2  wyraż enie  to może
być  pominię te. Jeż eli  nie skorzystamy  ze wspomnianych przedtem  przekształ ceń i porów-
namy  ostatni  wyraz  równania  (34) z Akw otrzymamy, że jest  on  rzę du  h/ L2  co również
dowodzi,  że może być  pominię ty.  Ostatecznie moż emy zapisać  równanie  (38) w prostej
postaci

(39)  - L-  [A + (l- v)K][A+2K]0- Akw  = 0.
£.11

W  wyniku  przekształ ceń  otrzymaliś my  ukł ad  dwu  równań  róż niczkowych  (38) i  (39)
zawierają cych  dwie  nieznane funkcje  w i (j>,   które mogą  być  uznane za podstawowe  rów-
nania  powł oki o wolno  zmiennych krzywiznach.  Rozwią zanie  tych równań okreś la  w i <p,
a nastę pnie wszystkie poszukiwane wielkoś ci.  Siły przekrojowe Na^  otrzymujemy z wzorów

3.  Wariant  drugi,  tak zwany  „najlepszy  wariant  równań  teorii  cienkich  powł ok"

Rozważ my  jeszcze  drugi  wariant  równań podstawowych  zwany  „najlepszym"  warian-
tem  równań  teorii  powł ok  cienkich. Wtedy  podstawowe  równania przyjmują  postać [4]

Równania  równowagi

1  "I

(40)  ["  2  x  x  Ji.s  l  "

+ P 3  = 0.

Równania  zgodnoś ci odkształ ceń

Równania  konstytutywne

f(42)  v

gdzie  Q%P jest  tzw. modyfikowanym  tensorem  zmiany  krzywizny  danym  przez

(43)  eafi =  K«0 + y  (K eyP + b% sya),

Pomię dzy  rzeczywistymi,  niesymetrycznymi  tensorami  sił  i momentów wewnę trznych
a  ich  symetrycznymi  reprezentacjami  istnieją  nastę pują ce  zależ noś ci

(44)  Natl =  S^- bf
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Równanie  równowagi  (40)!  dla  powł ok  o wolno  zmiennych  krzywiznach  moż na  przed-
stawić w postaci

(45)  Uall + Y  (biMa,- 3bfM^)] ^+P« = 0.

Równanie  to  może  być  speł nione  toż samoś ciowe  Jeż eli  wprowadzimy  funkcję  0
okreś loną  jako

(46)  S ^ + T  (biMaX- 3b$MxP)  = £<"> =  - d^^- Ka*^.

Wyrazy  drugiego  z  równań  równowagi  (40)2  przyjmują  po  przekształ ceniach nastę-
pują cą  postać

SaSbafl  =   Ak0+D{[AH 2- (l+v)K]H\ - 2H(\ - v)Akw},
( 4 7 )  M °%  =   - D{A[A  +  (4H2- 2K)]v/ +2(l- v)K(A+2H2)w+2(l~v)HAkw},

gdzie Ak<t>   =   baPR'fi.
Po  dodaniu  otrzymujemy  równanie  identyczne  z  równaniem  (30)  otrzymanym  po-

przednio. Drugie równanie podstawowe wyprowadzone  na podstawie  równania zgodnoś ci
odkształ ceń  (41) t  przyjmuje  również  tę samą postać co poprzednio, gdyż nie  wystę pują cy

w tym  równaniu wyraz KĄ  jest skompensowany  wyrazem — (bieYp+bf,eva)  pojawiają cym

się  w  wyraż eniu  (43)  dla  tensora  zmiany  krzywizny.  W  rezultacie  otrzymujemy  drugie
równanie podstawowe  identyczne z równaniem (39).

Równania dla sił  przekrojowych  NaP  są  nastę pują ce

(48)  N«P  -

i  róż nią się od zależ noś ci w poprzednio rozpatrywanym  wariancie  równań  podstawowych.

4.  Warunki  brzegowe

Podstawowy  ukł ad  równań  (33, 39)  teorii  powł ok jest  ósmego  rzę du.  Pozwala  więc
na  speł nienie czterech warunków  brzegowych  na  każ dym  brzegu  powł oki, podobnie jak
ma  to  miejsce  w  klasycznej  teorii  powł ok  o  mał ej  wyniosł oś ci.  Warunki  te  mogą  mieć
charakter geometryczny  lub  statyczny.

Jeż eli  geometryczne  warunki  brzegowe  są  wyraż one  przez  odkształ cenia  i  zmiany
krzywizny  wtedy  trzeba wyrazić  odkształ cenia przez funkcję  naprę ż eń, korzystając  z wzo-
rów  (3)  oraz  z  zależ noś ci  (8).  Zmiany  krzywizny  powierzchni  ś rodkowej  okreś lone  są
równaniem  (15). Ponieważ, jak  wykazano  poprzednio wyrazy  zawierają ce  funkcje  skł a-
dowych  tensora  odkształ cenia powierzchni  ś rodkowej  dają  w  podstawowych  równaniach
(33) (39) efekty  rzę du  (h/ R)2  i (h/ L)2, uzasadnione jest więc pominię cie ich również w  wa-
runkach  brzegowych  dotyczą cych  tych  równań.  Wtedy  moż emy  korzystać  z  wyraż enia
(27) przy okreś leniu skł adowych tensora zmiany krzywizny.  Moż liwe jest również speł nienie
warunków  brzegowych  w  przemieszczeniach.  Badamy  wtedy  speł nienie  warunków  brze-
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8w

gowych  przez ugię cie  w  i - r—oraz  składowe  styczne  wektora przemieszczenia  wa,  Poszuki-

wanie  skł adowych  ua  wymaga  scał kowania zależ noś ci  (6).

Statyczne  warunki  brzegowe  moż na  wyrazić  przez  siły  i  momenty  brzegowe.  Korzy-
stamy  przy  tym  z zależ noś ci  (4),  (8)  i  (3)2.  Konieczne jest  przy  tym  wprowadzenie  sta-
tyczne równoważ nych  sił  brzegowych.  Podstawowy  ukł ad równań  wraz z  odpowiadają cymi
im  warunkami  brzegowymi  może  być  w  ramach  przyję tych  przybliż eń  wyprowadzony
z  warunków  wariacyjnych.  Jednakże zagadnienie  to bę dzie przedmiotem  oddzielnej  publi-
kacji.

5.  Wnioski

Wyprowadzenie  wyż ej  przedstawionych  równań  teorii  powł ok  o  wolno  zmiennych
krzywiznach  opiera  się   na  założ eniu,  że  moż emy  pomijać  wyrazy  rzę du  h2jR2,  h2/ L 2

w  porównaniu  z jednoś cią   oraz  małe wyrazy  okreś lone w  §  1, wynikają ce  z  efektu  zmien-
noś ci  krzywizny  powierzchni  ś rodkowej  powł oki. Przyję to  również,  że długość fali  ugię cia
naprę ż enia  jest  rzę du  ~  y  Rh  i  L  <  R.  Ponieważ wiele  problemów  technicznych spełnia
przyję te  warunki,  równania  te, dzię ki  swej  prostocie, mogą   być  uż yteczne  w  obliczeniach
inż ynierskich.

Powyż sze  równania  są   równaniami  liniowej  teorii  powł ok  gdyż  wszystkie  efekty  nie-
liniowe wynikają ce  ze zmiany geometrii  powł oki zostały pominię te. Jednakże ł atwo moż na
je  uogólnić  na  przypadek  nieliniowy  dotyczą cy  umiarkowanie  duż ych  ugię ć.  Bę dzie  to
tematem  nastę pnej publikacji.  .  ..,
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P  e 3  so  M e

yPABH EH KJI   JIH H EflH Oft  TEOPHH  H 3rH BA  OEOJIO^EK  C  MEflJIEHHO
KPH BH 3H AMH .

B  paSoie  paccMoipeHBi  (ŁyHflaMeHTajiBHbie  ypaBHeHHH  leopim  OCOJIOMBK  C MenJieHHO  H3MeHH-
KpjiBH3HaMH. B  cpaBHeHHH c npeflbiflymBMH  paSoTajviH  aBTopa  cflecB  H SH  6ojiee  To^eH u  C H-

ypaBHeHHH, a  TaioKe  oneHKa  TO*IHOCTH:  pem einw.
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(bynflaMeHTaJiMibix  #H(p(bepeim.na.n:ŁHbix ypaBHemui  OSOJIO^KH  CBCflCHa  i< CHCTeMe

AH(Jj(pepeimHajibHMX  ypaBHCHHH  # J IH  HopManbHoro H3ra6a  H tpyHi- cnjiH  HanpjBKenHK.

npoaHaJiH3OBano  flsa  BapnaHTti  HHtJicpepeHUHaJibHbix ypaBJiemiH  H p,OKH3ano>  via

c  MeflneHHO  H3AieHHioiu;HMHCH i<pnBH3HaMii, noflŷ reHfar  cpyHflaMeKTajiBHbie  ypaBHeHim

S u m m a ry

EQUATIONS OF THE LINEAR THEORY OF SHELLS WITH SLOWLY  VARYIN G  CURVATURES

In the paper the fundamental  equations  are presented of  the theory of shells with  slowly varying  curvatures.
In  comparison  with  the author  previous  works, here, a  consistent  and  complete  derivation  of  the  funda-
mental  equations  is  given.  The  system  of  differential  equations  of  the  theory  of  shells  has  been  reduced
to the system of  two  differential  equations  for  the normal  deflection  and  the stress function.  Two  variants
of  the differential  equations  have  been analysed  and  it has  been proved  that  in  the case  of  shells  of slowly
varying  curvature  they  lead  to  the  identical  fundamental  equations.
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