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UTRATA STATECZNOSCI ROZCIAGANYCH POWEOK PLASTYCZNYCH

ZDZISEAW MARCINIAK (WARSZAWA)
1. Warunek statecznos$ci

W przypadku jednoosiowego rozciggania pretow i waskich paséw mozna wyodrebnié
w procesie rozciagania dwie fazy: ‘

1) faze stateczno$ci, charakteryzujaca sie réwnomiernym rozktadem wydtuzenia wzdiuz
0si probki;

2) faze niestateczno$ci, w czasie ktérej nastgpuje koncentracja odksztalcen na pewnym
obszarze probki, podczas gdy pozostale jej czesci, lezace dostatecznie daleko od miejsca
przewezenia, nie tylko nie doznaja dalszych odksztalcen plastycznych, lecz nawet zostaja
odciazone.

W celu wyjaénienia roéznicy w zachowaniu sie materialu w czasie statecznej i niesta-
tecznej fazy rozciagania zalézmy, ze w dowolnym miejscu rozciaganej probki nastapito
nieco wieksze wydluzenie materiatu niz w miejscach sasiednich. To dodatkowe miejscowe
wydluZenie pocigga za soba odpowiednio wieksze umocnienie sie w tym miejscu materiatu,
ale jednocze$nie zwiekszaja sie tam naprezenia rozciagajace, gdyZ zmniejszony przekréj
poprzeczny przenosi¢ musi te samg co poprzednio sile osiowa. Jezeli przyrost naprezenia
uplastyczniajacego, spowodowany umocnieniem, jest wigkszy od przyrostu naprezenia
osiowego, zachodzacego w wyniku zmniejszenia pola przekroju, nastepuje wyréwnanie
odksztalcen w dalszej fazie procesu, a zatem probka zachowuje statecznoéé. W przeciw-
nym przypadku zapoczatkowana niejednorodno$é odksztalcenia bedzie si¢ dalej pogle-
bia¢, co jest oznaka utraty statecznosci.

Podobne zjawiska wystepuja w przypadku cienkosciennej powloki plastycznej poddanej
rozcigganiu w plaskim stanie naprezenia. W celu zanalizowania warunkéw statecznosci
wyodrgbnimy w niej prostokatny element, ktérego krawedzie sa skierowane zgodnie
z kierunkami gléwnymi naprezef. Przyjmijmy, Ze element ten doznaje odksztalcenia
proporcjonalnego. W pewnej chwili wydtuzenia bokéw tego elementn wynosza odpowied-
nio & i &2, a wiec jego odksztalcenie zastepcze jest réwne

2 —
(LD g = -]73_—]/8%—{-8182—{-8% .
Odpowiada temu okre§lona warto$¢ naprezenia uplastyczniajacego, bedacego, zatdézmy,
znang dla danego materialu funkcja odksztalcenia zastepczego o, = 0,(g). Przyjeto,
ze odksztalcenia sprezyste sa tu pomijalnie male.
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Na boczne krawedzie rozpatrywanego elementu dzialaja w plaszczyznie powtoki
naprezenia glowne o, i ¢,, wywolane obcigzeniem powloki sitami zewngtrznymi. Napre-
zenie zastepceze dla plaskiego stanu naprezenia (o3 = 0) wynosi zatem

(1.2) o, = 1/0?—0102—}—03 .

Jezeli o, = 0,, to nastepuje plastyczne odksztalcenie powloki, przebiegajace zgodnie
z prawem plynigcia:
&y 53 €3 E;

(13) 201—0, 20,—01  —o1—0, 20, "

W celu rozstrzygniecia czy rozpatrywany przez nas element znajduje sig w stanie
stateczno$ci, czy niestatecznosci rozwazmy mozliwo$¢é osiagniecia przez niego nieco
innego, lecz réwniez dopuszczalnego kinematycznie stanu odkszialcenia, kiérego nowe
sktadowe r6znia sie od poprzednich odpowiednio o de; i de,. Tego rodzaju wariacje skla-
dowych stanu odksztalcenia powodujg odpowiednig zmiang odksztalcenia zastepczego

2 (2e1+65)0e,-- (22,1 €1) dey
3 & ‘

(1.4) de;

Zmiana ta pociaga za soba dalej zmiang naprezenia uplastyczniajacego w mys$l wzoru

do
1.5 = P §¢..
(1.5) da, i €;
}J_wzgl@dniajqc zwigzki (1.4) i (1.5) wyrazi¢ mozna przyrost napr¢zenia uplastyczniajacego
przez przyrosty sktadowych stanu odksztatcenia d¢; i d¢,. Otrzymamy wéwcezas

_2 (261+4-£2) e+ (26,4 &1) e, _da_p
- 3 &; a's,- '

(1.6) 80,

Jednocze$nie omawiane odchylenie od poczatkowego stanu odksztalcenia spowoduje
pewne zmiany wymiaréw powtoki. Przy niezmiennym jej obciazeniu sitami zewngtrznymi
pociagnie to za soba odpowiednie zmiany naprezen gléwnych o wielkosci do, i do,. Odpo-
wiada temu zmiana naprezenia zastepczego

— (20’r—*0’z) (30'1+ (20’2‘_0'1) 60'2

0y

(1.7 o,

co wynika z rézniczkowania wzoru (1.2).

Jezeli przyrost naprezenia zastepczego do,, spowodowany zaloZzona zmiana wymiaréw
powloki, jest mniejszy od przyrostu naprezenia uplastyczniajacego do,,, zwigzanego
z dodatkowym umocnieniem sie materiahy, to wowczas powloka przejdzie w tym miejscu
w stan sprezysty, a wiec proces plastycznego plyniecia zostanie tu zahamowany. Statecz-
no$¢ powloki jest zatem zachowana.

W przypadku przeciwnym, gdy do, > dc,, mozemy oczekiwag, Ze zalozona na wstepie
niewielka nawet zmiana stanu odksztalcenia zapoczatkuje lawinowy proces dalszego
plastycznego ptynigcia materiatu, co bedzie oznaka niestateczno$ci powloki.



STATECZNOSE ROZCIAGANYCH POWLOK PLASTYCZNYCH 15

Ostatecznie zatem, korzystajac ze zwiazkow (1.6) i (1.7), ogoélny warunek statecznosci
powloki mozna zapisaé w postaci nieréwnosci:

(18) (20‘1~0‘2)50'1+(20'2—0‘1)(50'2 2 (261+62)561—|—(282—|-61)582 dO’
20, 3 & de;
bedacej uogdlniona forma warunku statecznoséei podanego przez H. W. Swirra [1] (1952).

Aby na podstawie nicréwnoéci (1.8) mozna bylo wyznaczy¢ zakres statecznoscei danego
elementu powtoki, nalezy jeszeze okre$li¢ jego kinematyczne i statyczne warunki brzegowe
oraz sprecyzowaé zmiany, zachodzace w tych warunkach pod wplywem rozwazanych
wariacji jego wymiarow.

Te dodatkowe informacje o warunkach, w ktérych przebiega proces plastycznego
plynigcia powloki, wyrazaja sie¢ w postaci trzech dodatkowych zwigzkéw zachodzacych
migdzy przyrostami doy, doz, Se1 i ds; 1 opisujacych rodzaj sprzezenia kinematycznych
i statycznych warunkéw brzegowych. Zaleznie od postaci, jaka nadamy tym dodatkowym
zwiazkom, otrzymamy rézne wzory wyrazajace zakres statecznosci powloki. Tym ttumaczy
si¢ duza réznorodno$é wyrazen proponowanych przez réznych autoréw dla przedstawienia
warunku stateczno$ci powtoki. Najwazniejsze z tych propozycji beds teraz kolejno
omowione.

1.1. Rozciaganie powloki niczmienng sila w kierunku 1 przy zachowaniu stalej wartosci stosunku o,/o,
W celu zanalizowania tego przypadku przyjmujemy nastepujace zatozenia co do warunkéw
brzegowych.

1. Naprezenia o; wynikaja z dziatania stalej sily P; przenoszonej przez rozpatrywany
element powloki. Dodatkowe wydtuzenie tego elementu o wielkosci de; powoduje zatem
wzrost naprezenia o wielko§é
(19) 60’1 =0'1'561,

co wynika z warunku, by 8(F - o)) = 0, gdzie F oznacza pole przekroju poprzecznego,
prostopadiego do kierunku 1.

2. ObcigZzenie tego elementu w drugim kierunku gléwnym 2 zmienia si¢ wraz ze zmiana
jego wymiaréw w ten sposdb, Ze stosunek naprezed gtéwnych oz/01 pozostaje niezmienny,
a zatem

(50’2 g2
(1.10) Sor = o
3. Stosunek odksztatcerr gléwnych nie ulega zmianie w wyniku ewentualnej zmiany
wymiaréw elementu, co zreszta wiaze siec z poprzednim zalozeniem. Trzeci zwigzek ma
wiec postaé

(561 €]
1.11 _—=—
( ) (582 &2
W ten sposdb zostaly sformutowane trzy dodatkowe zaleznosci (1.9), (1.10) i (1.11),
wiazace ze sobg wariacje 801, doa, Se1 i Oe;. Po podstawieniu tych zwigzkéw do nieréw-
noéci (1.8) i dokonaniu niezbednych przeksztalced wykorzystujac przy tym prawa plynigcia
(1.3) otrzymamy warunek stateczno$ci w postaci

dO'I, _1_ 20‘1“0’2

(1.12) T T
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Wielko$¢ prawej strony tej nierownosci zalezy od stosunku o2/oy, co przedstawia linia a
na rys. 1.

Warunek (1.12), ktéremu odpowiada ekstremum sity rozciagajacej P, zostal podany
przez A. D. ToMLENOWA [2] oraz P. B. MELLORA [3].

Stal 0,2 %G

04+
031
02
014
T L T T T T T T T T T gl
01 02 03 04 o5 |04 -02 o 02 04 06 08 10
Cdksztatcenie zastepcze ¢; Stosunek naprezen gfownych 6, /0,

Rys. 1

1.2. Rozcigganie powloki przy zachowaniu niezmiennej warfoSci obu sil przenoszonych przez element
powloki w dwu kierunkach gléwnych. W tym przypadku dodatkowe zwiazki zachodzace migdzy
przyrostami do, 8oz, der i de2 wynikaja z nastgpujacych zatozen.

1. Ewentualny przyrost odksztalcenia elementu powloki nie ma wpltywu na wielkosci
sit przenoszonych przez ten element w obu kierunkach giéwnych. Wynikaja stad dwa
réwnania: : :

(1.13) doy = o10¢,
(114) (SO‘Z = 02562.

2. Rozwazany przyrost odksztalcenia powtoki zachodzi zgodnie z istniejacym tam
dotychczas stanem naprezZenia, a wiec

(381 20'1 —0p 681 €1
1.15 L= ] LI L
(1.15) ey 200—0 ub oz &
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Po uwzglednieniu zwiazkéw (1.13), (1.14) i (1.15) nieréwnosé (1.8) sprowadzi sie do
postaci

dO',, . 1 ~ (0‘1—|—9'~2)_(_4-£;'._—70'10'2+40'§)

3
de; o, 403

zaproponowanej przez H. W, SwirTA [1] (1952) i przedstawionej linig b na rys. 1.

1.3. Rozciaganie elementu powloki przy zachowaniu niezmiennej wartosci sit jednostkowych, dzialajacych
w obu kierunkach glownych. Przypadek ten rézni sie od poprzednio oméwionego tym, Ze
zaklada sie niezmienno$¢ sit jednostkowych, a wiec przypadajacych na jednostke diu-
gosci krawedzi elementu. W tym przypadku zmiana naprezenia wynika jedynie ze
zmiany gruboéci powloki g. Z warunkow 6(oig) =0 i 6(o28) = 0 i warunku niezmien-
nej objetosci

5—0 = (363 = —661—662
4
wynikaja zwiazki _
(117) 601 201(561—{—562),
(1.18) 802 = 02061+ de).

Uwzgledniajac te zwiazki oraz zalezno$¢ (1.15), ktéra nie ulega zmianie, warunek statecz-
noéci (1.8) przyjmie postac:

do 1 o140,
(1.19) L. >
de; o, 20,

Warunek ten, odpowiadajacy ekstremalnej wartosci iloczynu (o,g) zostal podany przez
autora [5] (1961). Na wykresie 1 przedstawia go linia c.

W przykladach 1.1-1.3 rozpatrzono trzy najprostsze przypadki sprzezenia kinematycz-
nych i statycznych warunkdéw brzegowych, prowadzace do stosunkowo prostych wyrazen
na warunek statecznosci. Jednakze tego rodzaju najprostsze rodzaje sprzezenia nie odpo-
wiadaja na ogdl rzeczywistym warunkom, w ktdrych przebiegaja procesy plastycznego
plyniecia. W dalszym ciggu rozpatrzone beda nastepne dwa przypadki, w ktérych rodzaj
sprzezenia warunkoéw brzegowych wynika z analizy rzeczywistych warunkéw, zachodza-
cych w konkretnym procesie plastycznego plyniecia.

1.4. Stateczno$¢ cienkoSciennej rury poddanej dzialaniu wewnetrznego ciSnienia p i rozciagajacej sily
osiowej P. W obcigzonej w ten sposdb rurze, ktérej srednica wynosi D, a grubo$¢ $cianki g
panuje naprezenie obwodowe

_prD
[ 2g
i osiowe
nolp P
4g = nDg

Ewentualna zmiana $rednicy o 4D lub gruboSci o dg, zachodzaca przy niezmiennej
wartosci sity P i ci$nienia p, powoduje odpowiednie zmiany naprezen

S0, = PP 0D _ pD og

2 Mechanika teoretyczna
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oraz

éD og P (dg 5§D)
60y = 4g(3”’?) an( T/

Oznaczajac 6D/D = dg; 1 0g/g = des oraz biorac pod uwage warunek statej objetosci
de1+0e,+0es = 0 powyzszym zwiazkom nadaé mozna postaé
(1.20) do1 = 012061+ 0€2),
(121) 50’2 = 0y (581—*—-0’2(562.
Trzeci zwiazek wynika z mozliwoéci swobodnego odksztalcania si¢ materiatu zgodnie
z istniejacym tam uprzednio stanem napr¢Zenia, a wigc przyjmie postaé podang wzorem
(1.15).

Uwzgledniajac te trzy dodatkowe zaleznosci wyrazone réwnaniami (1.20), (1.21)
i (1.15) w warunkach statecznoéci (1.8) otrzymamy po przeksztalceniach

do, 1 _ 30%(201—07) | 202—0,
de; .ap 4o 20, °

Zwiazek ten podat H. W. Swirr [1] (1952). Dla zakresu o2/o; <1 przedstawia go
linia d na wykresie 1. Odmienna propozycje co do sprzezenia warunkéw brzegowych
w tym zagadnieniu przedstawil M. J, HILIER [7].

1.5. Warunek powstawania bruzdy prostopadlej do najwickszego naprezenia. Jak wynika z obser-
wacji, utrata statecznoéci blachy poddanej dwuosiowemu nierdwnomiernemu rozcigganiu
uwidacznia sie powstaniem miejscowego pocienienia w postaci bruzdy biegnacej czgsto
prostopadle do kierunku najwiekszego naprezenia rozciagajacego. Kierunek ten ozna-
czymy przez 1, a drugi prostopadly do niego kierunek lezacy réwniez w plaszczyznie
powloki — przez 2. '

(1.22)

Jezeli bruzda jest dostatecznie dtuga w pordwnaniu z jej szeroko$cia, to proces jej
powstawania uwidacznia si¢ miejscowym wzrostem sktadowej &; odksztatcenia, a wigc
wzrostem wydhuzenia materiatu w kierunku prostopadlym do bruzdy. Druga skladowa
odksztalcenia ¢, jest taka sama w bruzdzie, jak i w sasiadujacych z nia czeéciach powtoki.
A zatem dopuszczalne kinematycznie sa jedynie wariacje skfadowych &1 i €3. Warunek
ten mozZna zapisaé w postaci:

(1.23) de2 = 0.

Drugi zwiazek opisujacy sprzezenie warunkdw brzegowych rozpatrywanego elementu
wynika z warunku niezmienno$ci sity przenoszonej przez powloke w kierunku 1. Warunek
6(018) = 0 biorac pod uwage (1.23) zapisaé mozna w postaci

(124) (30’1 = 01 (561.

Aby przypadkowo zapoczatkowana bruzda nie poglgbiata si¢ dalej, przyrost naprezenia
doy, spowodowany miejscowym zmniejszeniem gribosci, powinien byé proporcjonalny do
przyrostu naprezenia uplastyczniajacego do, wywolanego dodatkowym umocnjeniem si¢
materiall w tym miejsct. A wigc nie powinien powodowaé zmiany stosunku napreZen
gtéwnych oy/o,. Zmiana bowiem tego stosunku pociaga za soba dalsza zmiane stosunku od-
ksztalcen gtéwnych de,/de, i wyzwala lawinowy proces koncentracji odksztalcen w bruzdzie.
Zatem w zakresie statecznoéci powloki podstawowa nieréwnos$é¢ (1.8) musi by¢ spelniona
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nawet przy zaloZeniu o niezmiennym stosunku naprgzef gldwnych. ZatoZenie to prowadzi

do trzeciego zwiazku
60'1 (431
(1.25) For =0
Po uwzglednieniu warunkéw (1.24) — (1.26) nierdwnosé (1.8) przyjmie postac
de, 1 _ o,
(1.26) e raa

ZaleznoSci tej, podanej przez autora [6] (1965) odpowiada linia e na rys. 1.

09 ]

Stal 0,2 % ¢

Odksztatcenie zastepcze w punkcie utraly sfatecznosci &

T T —

04 02 0 02 a4 ds 0.8 )

Stosunek naprezen glownych 6,/6,
Rys. 2

We wszystkich oméwionych dotychczas przypadkach lewa strona warunkdow statecz-
nosci ma postaé (do,/de;) - (1/o,). Wartoéé tego wyrazenia jest dla danego materiatu
jednoznaczng funkcja odksztalcenia zastgpczego e;. Zwiazek ten, zachodzacy na przyklad

2%
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dla migkkiej stali, pfzedstawia wykres zamieszczony po lewej stronie rys. 1. Poréwnujac
dla danego stosunku o2/0, rzedng odpowiedniej linii wykresu umieszczonego po prawej
stronie rys. 1 z warto$cig wyrazenia (do,/de;) - (1/,) po lewej stronie tego rysunku wyzna-
czyé mozna wielko$¢ odksztalcenia ¢; w punkcie utraty statecznosci. Odksztalcenie to,
ktérego nie mozna przekroczyé bez utraty statecznosci powtoki, jest funkcja stosunku
o2/o1, przy czym postaé tej funkcji zalezy od rodzaju warunkéw brzegowych, co uwi-
dacznia rys. 2. Linie a, b, ¢, d, e odpowiadaja omowionym uprzednio warunkom brze-
gowym. Rysunek 2 odnosi sie do migkkiej stali, ktérej wlasnoéci plastyczne podane byty
na rys. 1. - :

2. Przebieg odksztalcenia po utracie statecznosci

Z chwilg przekroczenia zakresu stateczno$ci powloki powstaje w niej pewien ograni-
czony obszar, w ktorym koncentruje si¢ dalszy przyrost jej odksztalcenia, podczas gdy
na pozostatych obszarach proces odksztatcenia plastycznego najczeéciej ustaje. Jezeli przez
g;p oznaczymy odksztalcenie zastepcze w miejscu najwickszej koncentracji odksztatcen,

faza petnej statecznosci
081 _ ... Jaza quasistatecznosci
— — — — foza niestatecznosci
N st 02%¢ £
tal 0.2 %
(] N '/
o/

< 06l o
« . .
o .
g 05 7
3 7 _g_ 9s/9a-0.85
8 s 7 T F

A -~
8 ,/ e
8 /'/ e
2 o9 R
o 7 v .
4 Afe’ 98/94-1 6
S S A U/ do N

8
LY
IS
@
2
8 ot Jal/ga- 095 H
N gk s e e e e B A e e e o et et s et
<
S
0 , .
o7 02 0,9 04 05 a6 0,7 0.8 0.9 0

Oakeztateenic zastepcze w brutdzie &4

Rys. 3

a przez &, — odksztalcenie, jakie w tej samej chwili wystepuje na pozostalym obszarze
powloki, a wigc w miejscach lezacych poza zasiegiem miejscowego przewezenia, to tego
rodzaju przebieg procesu utraty statecznosci przedstawia linia tamana OAG, pokazana
na wykresie we wspéirzednych &4, &5 (rys. 3). Punkt zalamania A4 jest punktem utraty
stateczno$ci, a jego rzedna &4 stanowi kres mozliwoéci odksztalcenia catej powtoki.
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Tego rodzaju przebieg odksztalcenia zachodzi na przyktad przy jednoosiowym rozcigganiu
pretéw lub waskich ta$m oraz przy rozcigganiu paséw w warunkach zapewniajacych
niezmienng ich szeroko$é.

W pewnych jednak warunkach obserwuje si¢ odmienny przebieg procesu utraty sta-
tecznosci. Mianowicie plastyczne plynigcie powloki poza miejscem przewezenia nie ustaje
nagle jak w omdwionym poprzednio przypadku, ale trwa przez jaki$ czas dalej réwno-
legle z procesem poglebiania si¢ niejednorodnosci odksztalcen jak to na przyktad przed-
stawia linia OBDF na rys. 3. Zjawisko takie zachodzi wladnie w przypadku tworzenia sie
bruzdy, oméwionym uprzednio w p. 1.5.

Aby zanalizowaé dalszy przebieg odksztalcenia po przekroczeniu punktu statecznosci.
rozwazmy prostokatny element powloki ABCD (rys. 4), ktérego krawedzie sa zgodne
z kierunkami gtéwnymi 1 i 2. Rozpatrzony zostanie przypadek, gdy bruzda jest prosto-
padta do kierunku 1. Zatézmy, ze proces tworzenia si¢ bruzdy zostal juz rozpoczety

a b

G ' 71111444,

. WL

6: ] ’L, [~ s Sa

TITTITE = TITTTTF
S 3 / '
: | al >

i w rozpatrywanej chwili grubo$é powloki nie jest jednakowa; w przekroju A-4 wynosi
ona g4, natomiast w przekroju B-B, biegnacym wzdtuz osi bruzdy, grubos¢ jest mniejsza
1 wynosi gg. Warunki brzegowe wzdluz dwu przeciwleglych krawedzi 4B i CD sa tego
rodzaju, Ze pozwalaja na swobodne przemieszczanie si¢ punktéw powtoki w kierunku 1
przy zachowaniu réwnolegtoéci bokéw AB i CD, ktérych odlegto$¢ b zmienia sig w procesie
odksztalcenia. Z warunku tego wynika, ze przyrosty skladowej odksztalcenia &, sa sobie
réwne w obu rozpatrywanych przekrojach, a zatem

db
(2]) T—: dEZA = dEZB = dEz.
Wzdhiz dwu pozostatyeh bokéw rozpatrywanego elementu powloki dane sa statyczne
warunki brzegowe w postaci jednostkowych sit Sy przytozonych do dwu pozostalych

krawgdzi 4D i BC. Poniewaz oba rozpatrywane przekroje A-A i B-B przenoszg t¢ samg
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site Sy, przeto panujgce w tych przekrojach naprezenia 0,4 i 015 musza spetniaé zwiazek
01484 = O1pgp, Ktoéremu po wprowadzeniu oznaczenia

V3 o

2.2) u=-; P
nada¢ mozna postaé
(23) 01484 :—V:UBugB.

NapreZzenia istniejace w obu rozpatrywanych przekrojach musza ponadto spelniaé
warunki plastycznosci:

2 2 5

(24 Opa = 014~ 0140241034,
2 2

(2.5) 0%p = 0p—015025+-03p.

Zalozymy, ze warto$¢ naprezenia uplastyczniajgcego w obu przekrojach g,, 1 0,5 zalezy
od istniejgcego tam odksztalcenia zastgpczego &4 oraz g;p w my$l zwiazku

m dgp 1 _ m
2.6) o, = Ce? lub i

W dalszych rozwazaniach ograniczymy sie do przypadku, w ktédrym sprzezenie sta-
tycznych i kinematycznych warunkdéw brzegowych jest tego rodzaju, Ze stosunek naprezen
gléwnych w przekroju 4-4, a wiec w miejscachi lezacych poza bruzdg, nie ulega zmianie

dJlA : dGZA . deA

2.7 = _ .
@7 014 024 OpA

W przekroju A-A zachodzi zatem odksztalcenie proporcjonalne, a przeto stosunek »
odksztalcen gtéwnych e;4/ex jest tam staly

- &34 _ dG;;A
(2.8) n=-_-= s
Natomiast w przekroju B—B stosunek odksztatcen gléwnych zmienia si¢ w czasie procesu
zgodnie z prawem plyniecia,
desp —013—02B

(2‘9) d€2 - 202B—GIB ’

ktére, po uwzglednieniu zwigzku (2.5) i oznaczenia (2.2), napisaé mozna w postaci

dE3B ]/gu 1
2.10 G _Vou_ 1

Po zrézniczkowaniu zwigzku (2.3) i podzieleniu stronami otrzymanego wyniku przez to
samo réwnanie (2.3) otrzymamy

dam dop

@.11) e+ 2,
018 U

+d3A—
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przy czym

desa =£1ﬁ 1 deyp = ng

&4 gs

Réwnanie (2.11) po uwzglednieniu zwiazku (2.7) napisaé mozna réwniez w postaci

illi — [(ddpA . ) C‘l;'ui (deB . 1 )g@_‘_ dE3A + d€3B]d82_
E2 opB

u doiA dElB dex dEz de;

Uwzgledniajac zaleznoei (1.1), (2.2), (2.5), (2.6), (2.8) i (2.10) réwnaniu powyzszemu

mozna nadaé jeszcze inng postaé

w_(m 2
€14 ]/

przy czym wchodzgce do tego wzoru wartosci &4 oraz & zwigzane sg dodatkowymi
réwnaniami

(2.12) VItutu - 1, V3

e des,
Eip ]/1—112 2]/1— et )82

(2.13) ]/ 1+n+ntes,

E(A—-l/._

de
(2.14) ,,_fl/lg_uz

Réwnania (2.12)-(2.14) stanowia ukiad, ktérego rozwiazanie pozwala wyznaczyé
szukane funkcje &g = &;p(e2) oraz u = u(e2), opisujace przebieg procesu tworzenia sig
bruzdy. Mozna wiec ta droga wyznaczyé réwniez zwiazek zachodzacy miedzy odksztai~
ceniami &;5 Oraz ;4.

Wyniki uzyskane przez przyblizone rozwiazanie tego uk%adu metoda réznic skonczonych
przedstawia linia OBDF na rys. 3. Linia ta odnosi si¢ do przypadku, gdy poza bruzda
wystepuje stan jednoosiowego rozciggania naprezenia o;. Jak widaé z rys. 3 w procesie
plastycznego plyniecia powloki wyodrebni¢ mozna trzy fazy. .

1. Fazg pelnej statecznosci (odcinek OB), w czasie ktérej w bruzdzie spetniony jest
warunek statecznoéci (1.26).

2. Faze quasi-stateczno$ci odpowiadajaca odcinkowi BD na rys. 3. W tej fazie zachodzi
jednoczesne plastyczne plynigcie powloki zaréwno w samej bruzdzie jak i poza nia, z tym
ze niejednorodnoé¢ odksztalcen szybko sie poglebia.

3. Faze niestatecznoéci, ktorej na wykresie 3 odpowiada prosty odcinek DF réownolegly
do osi g. W tej fazie odksztalcenie koncentruje sie wylacznie w bruzdzie, podczas gdy
pozostale czgsci powloki ulegajg odcigzeniu.

W wyniku istnienia quasi-statecznej fazy procesu najwigksze odksztalcenie, jakiego
dozna¢ moze cata powloka (poza bruzdg), przekracza, i to czgsto bardzo znacznie, war-
to&¢ odpowiadajaca punktowi B wyznaczajacemu zakres pelnej statecznosci powtoki.

Warto$¢ tego dodatkowego odksztalcenia, zachodzacego w quasi-stateczne] fazie
procesu zalezy od dwu czyonikéw: wstepnej niejednorodnoéci powtoki oraz sposobu
obciazenia powloki (stosunku naprezen gléwnych).
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Nalezy tu zauwazy¢, ze w celu otrzymania z réownan (2.12)-(2.14) skoficzonej wartosci
odksztatcenia ¢;,4 trzeba, przy wyznaczaniu stalych catkowania, zatozy¢ pewna wstgpna
niejednorodno$é powloki, a wigc przyja¢ pewng, mniejsza od jednosci, poczatkowa wartosé
stosunku gy/g4. W rzeczywistosci niejednorodno$é ta moze byé spowodowana réznymi
czynnikami, np. pasmowym rozkladem zanieczyszczen, miejscowym obniZzeniem granicy
plastycznosci, zadrapaniem powierzchni blachy itd. W kazdym jednak przypadku mozna ja
sprowadzié¢ do niejednorodnosci geometrycznej, wyrazajacej sie poczatkowym stosunkiem
grubosci gp/g 4. Linia OBDF na rys. 3 odnosi sie do powloki o wstgpnej niejednorodnosci
gulgs = 0,95. Linia OCH przedstawia dla poréwnania przebieg odksztalcenia waskiego
pasma o tej samej niejednorodnosci poczatkowej gp/gs = 0,95, zachodzacego w warun-
kach umozliwiajgcych miejscowe zmniejszanie si¢ jego szerokosci.

0,8 4

07 Gs/Ga = 0,975

05 |

0,5

04 |

03

02 S O e e e — —_—

Odksziatcenie poza bruzdg €4

014

o1 02 03 04 g5 06 o7 0.8 09 1,0
Odksztalcenie zastepcze w bruzdzie Cl. 5

Rys. §

Whplyw wstepnej niejednorodnosci jest bardzo znaczny. Widaé to z rys. 5, na ktérym
poszczegdlne krzywe odpowiadaja réznym wartoSciom wstepnej niejednorodnoscei.

Drugim czynnikiem, wplywajagcym na przebieg quasi-statecznej fazy procesu, a wiec
I na wielko$¢ granicznego odksztalcenia powloki poza bruzda &4, jest sposdb obciazenia
powtoki, wyrazajacy sie stosunkiem o,4/0,p. Zalezno$¢ ta jest przedstawiona na rys. 6,
przy czym linia przerywana oznacza przejscie ze statecznosci do quasi-statecznoscei, a linia
ciagla oznacza osiagnigcie stanu petnej niestatecznosci. Jak widaé z tego wykresu,
najbardziej niekorzystne jest rozciaganie powloki przy zachowaniu niezmiennej szerokosci
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odksztalcanego pasma, a wigc gdy o2/o; = 1/2. Wowcezas to bowiem zanika przejiciowa,
quasi-stateczna faza procesu, a graniczne odksztalcenie powloki osigga minimum. Warto
réwniez zauwazyc, 7e w przypadku dwuosxowego rownomiernego rozcwlg'mm (01 = 02)
graniczna warto§é odksztalcenia jest taka sama jak przy jednoosiowym jej rozciaganiu
(0‘2 = 0)

—— koniec quasistalecznosci
{ poczatek niestatecznosci
) 054 — — — koniec pelnej stafecznosci
a { poczalek guasistatecznosci
£
2 a4 ]
o Ge _p95
Ja
1]
s
oW 07 |
L
[SKe)
:',“:E ~ -
%5 02] < -
Q
N
N Q
NLY
o 0714
c
g
S
0 T T T T T T
0 0,2 04 0,6 0.8 1.0

Stosunek naprezen glownych 6,/6,
Rys. 6
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TIOTEPS YCTOMUUBOCTHY TNIACTUUYECKUX OBOJIOUEK TIPY PACTKEHMH

B paBote maercst hopmynHpoBKA OBLIEro HANDPABNEHKS YCTONUMBOCTH TOHKOCTCHHOM NIIACTHYCECKON
0GONOYKM, MOABEPIKEHHOM PACTAKEHHIO, B IUIOCKOM HANPSDKEHHOM COCTOSHHK. PaccmaTpuBaeTcs
PAA OCOOBLIX Cly4aeB CONPSDKEHHS KUHEMATHUYECKHMX M CTATHYECKUX KPAacBbIX yCNOBHil M yKa3bl-
BAETCA 3ABHCHMOCTL MEM(IY YCJIOBMAMH, B KOTOPBIX ITPOMCXOMUT MPOUECC IIACTHHUECKOTO TEUEHHS
M TOUKOH moTepw yCTOHuMBOCTH. Bo BTOpOH wacru paGoThl AHAIMSUPYETCH HPOLECC 08pazoBauHs
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GOpO3ALI HA IIOBEPXHOCTH, PACTSITMBAEMOr0 JIKCTOBOTO JKEJIE3a IOCIIE BLIXOAA M3 0BJACTH YCTOHUMBOCTH,
JoxasbIBaeTCs TRKWKE, UTO IPH HEKOTOPLIX KPAEBbIX YCIOBHAX HUMEET MECTO NIPOMEXKYTOYHAs, TAK HA3.
KBa3uyCToiunBas dasa mpoHecca, BO BpPeMsl KOTOPOM NPOHCXONUT HansHeHwass gedopmanusa 060Iouky
BHE GOPO3[(LI, HE CMOTPS Ha INPEBBIUEHHE TOUKHM YCTOHUMBOCTH.

Summary

THE LOSS OF STABILITY OF PLASTIC SHELLS UNDER TENSILE LOADING

General condition of stability of a thin-walled plastic shell, loaded by tension in plane stress conditions
is formulated. A number of particular cases of coupling of kinematic and static boundary conditions is
considered. Moreover, a relation between conditions of plastic flow involved and the point of loss of sta-
bility is derived,

In the second part of the paper the formation process of a neck beyond of the stability range is analysed
It is shown, moreover, that in certain boundary conditions, an additional, intermediate, so-called quasi-
stable stage occurs, connected with plastic deformation of the shell outside the neck in spite of the stability
point being exceeded.
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