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1. Warunek statecznoś ci

W  przypadku  jednoosiowego  rozcią gania  prę tów  i wą skich  pasów  moż na  wyodrę bnić
w  procesie  rozcią gania  dwie  fazy:

1)  fazę statecznoś ci, charakteryzują cą  się równomiernym rozkł adem wydł uż enia wzdł uż
osi  próbki;

2)  fazę  niestatecznoś ci, w  czasie  której  nastę puje  koncentracja odkształ ceń na pewnym
obszarze  próbki,  podczas  gdy  pozostałe jej  czę ś ci,  leż ą ce  dostatecznie daleko  od  miejsca
przewę ż enia,  nie  tylko  nie  doznają  dalszych  odkształ ceń plastycznych,  lecz  nawet  zostają
odcią ż one.

W  celu  wyjaś nienia  róż nicy w  zachowaniu  się  materiału w  czasie  statecznej  i  niesta-
tecznej  fazy  rozcią gania  zał óż my, że  w  dowolnym  miejscu  rozcią ganej  próbki  nastą piło
nieco wię ksze wydł uż enie materiału niż w  miejscach  są siednich.  To  dodatkowe  miejscowe
wydł uż enie pocią ga  za  sobą  odpowiednio wię ksze umocnienie się w tym miejscu materiał u,
ale  jednocześ nie  zwię kszają  się  tam  naprę ż enia  rozcią gają ce,  gdyż  zmniejszony  przekrój
poprzeczny  przenosić  musi  tę  samą  co  poprzednio  siłę osiową.  Jeż eli  przyrost  naprę ż enia
uplastyczniają cego,  spowodowany  umocnieniem,  jest  wię kszy  od  przyrostu  naprę ż enia
osiowego,  zachodzą cego  w  wyniku  zmniejszenia  pola  przekroju,  nastę puje  wyrównanie
odkształ ceń  w  dalszej  fazie  procesu,  a  zatem  próbka  zachowuje  statecznoś ć. W  przeciw-
nym  przypadku  zapoczą tkowana  niejednorodność  odkształ cenia  bę dzie  się  dalej  pogł ę-
biać,  co  jest  oznaką  utraty  statecznoś ci.

Podobne zjawiska wystę pują  w przypadku  cienkoś ciennej powł oki plastycznej  poddanej
rozcią ganiu  w  pł askim  stanie  naprę ż enia.  W  celu  zanalizowania  warunków  statecznoś ci
wyodrę bnimy  w  niej  prostoką tny  element,  którego  krawę dzie  są  skierowane  zgodnie
z  kierunkami  gł ównymi  naprę ż eń.  Przyjmijmy,  że  element  ten  doznaje  odkształ cenia
proporcjonalnego.  W  pewnej  chwili  wydł uż enia boków  tego  elementu wynoszą  odpowied-
nio ei  i £2, a więc jego  odkształ cenie zastę pcze jest  równe

(1.1) 4=
Odpowiada  temu  okreś lona  wartość  naprę ż enia  uplastyczniają cego,  bę dą cego,  zał óż my,
znaną  dla  danego  materiału  funkcją  odkształ cenia  zastę pczego  <7p =  op(sl).  Przyję to,
że  odkształ cenia sprę ż yste  są  tu  pomijalnie  mał e.
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N a  boczne  krawę dzie  rozpatrywanego  elementu  działają   w  płaszczyź nie  powł oki
naprę ż enia  główne  o\   i  <72> wywołane  obcią ż eniem  powł oki  sił ami zewnę trznymi.  N aprę-
ż enie zastę pcze  dla płaskiego  stanu naprę ż enia  (a3 =  0) wynosi zatem

(1.2)  az  =  j/ ol-

Jeż eli  az  =   ap,  to  nastę puje  plastyczne  odkształ cenie  powł oki,  przebiegają ce  zgodnie

z  prawem  pł ynię cia:

(1.3)
i — a2  2o2—oi  — C i— <r2  2cr;V

W  celu  rozstrzygnię cia  czy  rozpatrywany  przez  nas  element  znajduje  się   w  stanie
statecznoś ci,  czy  niestatecznoś ci  rozważ my  moż liwość  osią gnię cia  przez  niego  nieco
innego,  lecz  również  dopuszczalnego  kinematycznie  stanu  odkształ cenia, którego  nowe
składowe róż nią   się   od  poprzednich odpowiednio  o  be- i  i  5s2.  Tego  rodzaju  wariacje  skła-
dowych  stanu  odkształ cenia  powodują   odpowiednią   zmianę   odkształ cenia  zastę pczego

2

Zmiana ta pocią ga za sobą   dalej zmianę  naprę ż enia uplastyczniają cego  w myśl wzoru

(1.5)  Sap  =  ^ d S i .

Uwzglę dniając  zwią zki  (1.4) i  (1.5) wyrazić moż na przyrost  naprę ż enia  uplastyczniają cego
przez przyrosty  składowych stanu odkształ cenia ÓEJ i  6s2.  Otrzymamy wówczas

(1.6)  a c rp = T  - 5 - .

Jednocześ nie  omawiane  odchylenie  od  począ tkowego  stanu  odkształ cenia  spowoduje
pewne  zmiany wymiarów  powłoki. Przy  niezmiennym jej  obcią ż eniu  sił ami zewnę trznymi
pocią gnie  to za sobą   odpowiednie zmiany naprę ż eń głównych o wielkoś ci  6ax  i 6a2. Odpo-
wiada  temu zmiana naprę ż enia  zastę pczego

(1.7)  5az =

co wynika z róż niczkowania wzoru  (1.2).
Jeż eli  przyrost  naprę ż enia zastę pczego  Saz,  spowodowany  założ oną  zmianą   wymiarów

powłoki,  jest  mniejszy  od  przyrostu  naprę ż enia  uplastyczniają cego  6ap,,  zwią zanego
z  dodatkowym  umocnieniem się   materiał u,  to wówczas powł oka przejdzie  w  tym  miejscu
w  stan  sprę ż ysty,  a  wię c proces  plastycznego  pł ynię cia zostanie  tu  zahamowany.  Statecz-
ność  powłoki jest  zatem  zachowana.

W  przypadku  przeciwnym, gdy  doz  >  6ap,  moż emy  oczekiwać ,  że zał oż ona na  wstę pie
niewielka  nawet  zmiana  stanu  odkształ cenia  zapoczą tkuje  lawinowy  proces  dalszego
plastycznego  płynię cia materiał u, co  bę dzie  oznaką   niestatecznoś ci powł oki.
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Ostatecznie  zatem, korzystając  ze zwią zków  (1.6)  i  (1.7),  ogólny  warunek  statecznoś ci
powł oki  moż na  zapisać  w  postaci  nierównoś ci:

(lat  ~a2)  dai +  (2o2- Qi)  Sa2  2_  {2eiA- E2)5ei + {2e2+Si)dE2  dap
('* }  2ap

  < 3  Si  ^ e 7'
bę dą cej  uogólnioną  formą  warunku  statecznoś ci podanego przez H. W.  SWIFTA  [1] (1952).

Aby  na podstawie  nierównoś ci  (1.8) moż na było wyznaczyć  zakres  statecznoś ci danego
elementu powł oki, należy jeszcze okreś lić jego  kinematyczne i  statyczne warunki  brzegowe
oraz  sprecyzować  zmiany,  zachodzą ce  w  tych  warunkach  pod  wpł ywem  rozważ anych
wariacji  jego  wymiarów.

Te  dodatkowe  informacje  o  warunkach,  w  których  przebiega  proces  plastycznego
pł ynię cia  powł oki,  wyraż ają  się  w  postaci  trzech  dodatkowych  zwią zków  zachodzą cych
mię dzy  przyrostami  do\ ,  da2,  <5«i  i  ds2  i  opisują cych  rodzaj  sprzę ż enia  kinematycznych
i  statycznych  warunków  brzegowych.  Zależ nie od  postaci, jaką  nadamy  tym  dodatkowym
zwią zkom,  otrzymamy róż ne wzory wyraż ają ce  zakres  statecznoś ci powł oki. Tym tł umaczy
się duża róż norodność wyraż eń  proponowanych przez róż nych autorów dla  przedstawienia
warunku  statecznoś ci  powł oki.  Najważ niejsze  z  tych  propozycji  bę dą  teraz  kolejno
omówione.

1.1. Rozcią ganie powł oki  niezmienną siłą w  kierunku  1 przy  zachowaniu  stał ej  wartoś ci  stosunku  oja^

W celu zanalizowania  tego przypadku  przyjmujemy  nastę pują ce  zał oż enia co do  warunków
brzegowych.

1.  Naprę ż enia  ax  wynikają  z  dział ania stał ej  siły P%  przenoszonej  przez  rozpatrywany
element  powł oki.  D odatkowe  wydł uż enie  tego  elementu  o wielkoś ci  dei  powoduje  zatem
wzrost  naprę ż enia  o  wielkość

(1.9)  (3<ri = ffi.<38i,

co  wynika  z  warunku,  by  d(F •  o i) — 0,  gdzie  F  oznacza  pole  przekroju  poprzecznego,
prostopadł ego  do  kierunku  1.

2.  Obcią ż enie tego elementu w drugim kierunku gł ównym 2 zmienia się wraz ze zmianą
jego  wymiarów  w  ten  sposób,  że  stosunek  naprę ż eń gł ównych a%\(S\  pozostaje  niezmienny,
a  zatem

(1.10)  TT- —-
oai  Ci

3.  Stosunek  odkształ ceń  gł ównych  nie  ulega  zmianie  w  wyniku  ewentualnej  zmiany
wymiarów  elementu,  co  zresztą  wią że  się  z  poprzednim  zał oż eniem. Trzeci  zwią zek  ma
więc  postać

(1.11)  T T " - - -
082  £2

W  ten  sposób  zostały  sformuł owane  trzy  dodatkowe  zależ noś ci  (1.9),  (1.10)  i  (1.11),
wią ż ą ce  ze  sobą  wariacje  Soi,  da2,  <5ei i  $£2. Po  podstawieniu  tych  zwią zków  do  nierów-
noś ci (1.8) i dokonaniu niezbę dnych przekształ ceń wykorzystując  przy  tym prawa pł ynię cia
(1.3)  otrzymamy  warunek  statecznoś ci  w  postaci

(1.12)  .  . ^ . 1 > ^ .
ds  a  2a
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Wielkość prawej  strony  tej nierównoś ci  zależy  od stosunku  o2/ c\ , co przedstawia  linia a

na  rys.  1.

Warunek  (1.12),  któremu  odpowiada  ekstremum  siły  rozcią gają cej  P\ , został   podany
przez A. D .  TOMLENOWA  [2] oraz  P. B.  MELLORA [3].

0,1  0,2  0,3  0,4  0,5  - 0,4  - 0,2  O  0,2  0,4  0,6  0,8  1,0

Cc/ kształ cenie  zastę pcze  e(-   Stosunek naprę ż eń  gtównych 6^/ 6,

Rys.  1

1.2,  Rozcią ganie  powłoki  przy  zachowaniu  niezmiennej  wartoś ci  obu sil  przenoszonych  przez  element

powłoki w dwu kierunkach głównych. W tym przypadku  dodatkowe  zwią zki  zachodzą ce  mię dzy
przyrostami  dai, da2, <5ei i ds2 wynikają   z  nastę pują cych  zał oż eń.

1,  Ewentualny  przyrost  odkształ cenia  elementu  powł oki  nie ma wpływu  na wielkoś ci
sił   przenoszonych  przez  ten element  w  obu kierunkach  głównych.  Wynikają   stąd dwa
równania:

(1.13)

(1.14)

<5<xi  =

(5ff2 =  02(522.

2.  Rozważ any  przyrost  odkształ cenia  powłoki  zachodzi  zgodnie  z  istnieją cym  tam
dotychczas  stanem  naprę ż enia,  a wię c

(1.15)
2a2—

1 —062 s2
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Po  uwzglę dnieniu  zwią zków  (1.13),  (1.14)  i  (1.15)  nierówność  (1.8)  sprowadzi  się  do
postaci

>
det  ap  4a'P

zaproponowanej  przez  H. W.  SWIFTA  [1]  (1952)  i przedstawionej  linią  b na rys.  1.
1.3.  Rozcią ganie  elementu powł oki przy  zachowaniu niezmiennej wartoś ci  sił  jednostkowych,  dział ają cych

w obu kierunkach gł ównych.  Przypadek  ten  róż ni  się  od  poprzednio  omówionego  tym,  że
zakł ada  się  niezmienność  sił   jednostkowych,  a  więc  przypadają cych  na  jednostkę  dł u-
goś ci  krawę dzi  elementu.  W  tym  przypadku  zmiana  naprę ż enia  wynika  jedynie  ze
zmiany  gruboś ci  powł oki  g.  Z  warunków  <5(cig) =  0  i  dfag)  =   0  i warunku niezmien-
nej  obję toś ci

—  =  <5e3 =  — Ó£i—dsz
i

wynikają  zwią zki

(1.17)  dat  -   ai(5si+8t3$,

(1.18)  ÓG2  =  a2(dei+de2).

Uwzglę dniając  te zwią zki  oraz zależ ność  (1.15), która  nie ulega  zmianie, warunek statecz-
noś ci  (1.8)  przyjmie  postać:

(1.19)  *Ł ._L
de  adet  ap  2ap

Warunek  ten,  odpowiadają cy  ekstremalnej  wartoś ci  iloczynu  (apg)  został   podany  przez
autora  [5] (1961). N a wykresie 1 przedstawia  go  linia c.

,  W  przykł adach  1.1- 1.3 rozpatrzono  trzy  najprostsze  przypadki sprzę ż enia kinematycz-
nych  i  statycznych  warunków  brzegowych,  prowadzą ce  do  stosunkowo  prostych  wyraż eń
na  warunek  statecznoś ci.  Jednakże  tego  rodzaju  najprostsze  rodzaje  sprzę ż enia nie odpo-
wiadają  na  ogół   rzeczywistym  warunkom,  w  których  przebiegają  procesy  plastycznego
pł ynię cia.  W  dalszym  cią gu  rozpatrzone bę dą  nastę pne dwa  przypadki,  w  których  rodzaj
sprzę ż enia  warunków  brzegowych  wynika  z  analizy  rzeczywistych  warunków,  zachodzą-
cych  w  konkretnym  procesie  plastycznego  pł ynię cia.

1.4.  Stateczność  cienkoś ciennej  rury  poddanej  dział aniu wewnę trznego  ciś nienia  p  i  rozcią gają cej  siły

osiowej P. W  obcią ż onej  w  ten sposób  rurze, której  ś rednica wynosi D,  a  grubość  ś cianki  g
panuje  naprę ż enie  obwodowe

i  osiowe

Dp  .
AgAg  nDg

Ewentualna  zmiana  ś rednicy  o  dD  lub  gruboś ci  o  8g,  zachodzą ca  przy  niezmiennej
wartoś ci  siły P  i  ciś nienia p,  powoduje  odpowiednie zmiany naprę ż eń

„   _pD  ÓD  pD  dg
Gl~  2g  D  2g  g

2  Mechanika teoretyczna
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oraz

Oznaczając  SD/ D  =   dei  i  dg/ g  =  <5e3  oraz  biorą c  pod  uwagę   warunek  stałej  obję toś ci
óei+ (5e2+(3e3 =  0  powyż szym  zwią zkom  nadać  moż na  postać

(1.20)  dai

(1.21)  Sai

Trzeci  zwią zek  wynika  z  moż liwoś ci  swobodnego  odkształ cania  się   materiału  zgodnie
z  istnieją cym  tam  uprzednio  stanem  naprę ż enia,  a  wię c przyjmie  postać  podaną   wzorem
(1.15).

Uwzglę dniając  te  trzy  dodatkowe  zależ noś ci  wyraż one  równaniami  (1.20),  (1.21)
i  (1.15)  w  warunkach  statecznoś ci  (1.8)  otrzymamy  po  przekształ ceniach

Zwią zek  ten  podał   H.  W.  SWIFT  [1]  (1952).  D la  zakresu  csi\ax <  1  przedstawia  go
linia  d  na  wykresie  1.  Odmienną   propozycję   co  do  sprzę ż enia  warunków  brzegowych
w  tym  zagadnieniu  przedstawił   M . J. H I LI E R  [7],

1.5.  Warunek powstawania bruzdy prostopadłej do najwię kszego  naprę ż enia.  Jak  wynika  z  obser-
wacji,  utrata  statecznoś ci blachy  poddanej  dwuosiowemu  nierównomiernemu rozcią ganiu
uwidacznia  się   powstaniem  miejscowego  pocienienia  w  postaci  bruzdy  biegną cej  czę sto
prostopadle  do  kierunku  najwię kszego  naprę ż enia  rozcią gają cego.  Kierunek  ten  ozna-
czymy  przez  1,  a  drugi  prostopadły  do  niego  kierunek  leż ą cy  również  w  pł aszczyź nie
powł oki —  przez  2.

Jeż eli  bruzda  jest  dostatecznie  dł uga  w  porównaniu  z  jej  szerokoś cią,  to  proces  jej
powstawania  uwidacznia  się   miejscowym  wzrostem  skł adowej  ei  odkształ cenia,  a  wię c
wzrostem  wydł uż enia  materiału  w  kierunku  prostopadł ym do  bruzdy.  D ruga  skł adowa
odkształ cenia  s2  jest  taka  sama  w bruź dzie, jak  i w  są siadują cych  z nią   czę ś ciach powł oki.
A  zatem  dopuszczalne  kinematycznie  są   jedynie  wariacje  skł adowych  ei  i  e3.  Warunek
ten  moż na  zapisać  w  postaci:

(1.23)  dei  =  0.

D rugi  zwią zek  opisują cy  sprzę ż enie  warunków  brzegowych  rozpatrywanego  elementu
wynika  z warunku  niezmiennoś ci siły przenoszonej przez powł okę  w kierunku  1. Warunek
d(fig)  =  0  biorą c pod  uwagę   (1.23) zapisać  moż na w  postaci

(1.24)  6ax =  ax8eu

Aby  przypadkowo  zapoczą tkowana  bruzda  nie  pogł ę biała się   dalej,  przyrost  naprę ż enia
bou  spowodowany  miejscowym  zmniejszeniem  gruboś ci,  powinien  być  proporcjonalny  do
przyrostu  naprę ż enia  uplastyczniają cego  óap  wywołanego  dodatkowym  umocnieniem  się
materiału  w  tym  miejscu.  A  wię c  nie  powinien  powodować  zmiany  stosunku  naprę ż eń
głównych  ai/ a2. Zmiana bowiem  tego stosunku pocią ga  za sobą  dalszą   zmianę   stosunku  od-
kształceń głównych  dei/ ds2  i wyzwala lawinowy proces  koncentracji  odkształ ceń w  bruź dzie.
Zatem  w  zakresie  statecznoś ci  powł oki  podstawowa  nierówność  (1.8)  musi  być  speł niona
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nawet przy  założ eniu o niezmiennym stosunku  naprę ż eń głównych. Założ enie to  prowadzi

do  trzeciego  zwią zku

(1.25)
do2  a 2

Po uwzglę dnieniu  warunków  (1.24)  -   (1.26) nierówność  (1.8) przyjmie  postać

(1.26)
daP

Zależ noś ci  tej, podanej przez  autora  [6] (1965)  odpowiada  linia e na rys.  1,

0,4

• Siał  0,2  % C

02 0,2 0,8 1,0

Stosunek  naprę ż eń  gtownych 6,/ ff,

Rys.  2

We  wszystkich  omówionych  dotychczas  przypadkach  lewa  strona  warunków  statecz-
noś ci  ma  postać  (dop/ dBt) •   (l/ ap).  Wartość  tego  wyraż enia  jest  dla  danego  materiału
jednoznaczną   funkcją   odkształ cenia zastę pczego  e;. Zwią zek  ten, zachodzą cy  na przykł ad
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dla  mię kkiej  stali,  pfzedstawia  wykres  zamieszczony  po lewej  stronie  rys. 1. Porównując
dla  danego  stosunku  a /̂C)  rzę dną   odpowiedniej  linii  wykresu  umieszczonego  po  prawej
stronie rys.  1 z wartoś cią   wyraż enia  {dajds  ̂ •   (l/ffp)  po lewej  stronie tego  rysunku  wyzna-
czyć  moż na  wielkość  odkształ cenia  s, w  punkcie  utraty  statecznoś ci.  Odkształ cenie  to,
którego  nie moż na  przekroczyć  bez utraty  statecznoś ci  powł oki,  jest  funkcją   stosunku
oi/ oi,  przy  czym  postać  tej funkcji  zależy  od rodzaju  warunków  brzegowych,  co  uwi-
dacznia  rys. 2. Linie  a, b, c, d, e  odpowiadają   omówionym  uprzednio  warunkom  brze-
gowym.  Rysunek  2 odnosi  się  do mię kkiej  stali,  której  własnoś ci  plastyczne  podane były
na  rys.  1.  •

2. Przebieg odkształcenia po utracie statecznoś ci

Z  chwilą   przekroczenia  zakresu  statecznoś ci  powł oki  powstaje  w niej  pewien  ograni-
czony  obszar,  w którym  koncentruje  się  dalszy  przyrost  jej  odkształ cenia, podczas gdy
na pozostał ych obszarach proces odkształ cenia plastycznego  najczę ś ciej  ustaje.  Jeż eli  przez
eiB  oznaczymy  odkształ cenie  zastę pcze  w  miejscu  najwię kszej  koncentracji  odkształ ceń,
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Bys. 3

a  przez eiA — odkształ cenie,  jakie  w tej samej  chwili  wystę puje  na pozostał ym  obszarze
powłoki,  a wię c w miejscach  leż ą cych  poza  zasię giem  miejscowego  przewę ż enia,  to tego
rodzaju  przebieg  procesu  utraty  statecznoś ci  przedstawia  linia  ł amana  OAG, pokazana
na  wykresie  we współ rzę dnych  siA,  e,B (rys.  3). Punkt  zał amania A jest  punktem utraty
statecznoś ci,  a  jego  rzę dna  siA  stanowi  kres  moż liwoś ci  odkształ cenia  całej  powł oki.
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Tego  rodzaju  przebieg  odkształ cenia zachodzi na przykł ad przy jednoosiowym  rozcią ganiu
prę tów  lub  wą skich  taśm  oraz  przy  rozcią ganiu  pasów  w  warunkach  zapewniają cych
niezmienną   ich  szerokoś ć.

W  pewnych  jednak  warunkach  obserwuje  się   odmienny  przebieg  procesu  utraty  sta-
tecznoś ci.  Mianowicie plastyczne  pł ynię cie powł oki poza  miejscem  przewę ż enia  nie  ustaje
nagle  jak  w  omówionym  poprzednio  przypadku,  ale  trwa  przez  jakiś  czas  dalej  równo-
legle  z  procesem  pogł ę biania  się   niejednorodnoś ci  odkształ ceń jak  to  na przykł ad przed-
stawia  linia  OBDF  na  rys.  3.  Zjawisko  takie  zachodzi właś nie w  przypadku  tworzenia  się
bruzdy,  omówionym  uprzednio  w  p.  1.5.

Aby  zanalizować  dalszy  przebieg  odkształ cenia po przekroczeniu punktu statecznoś ci,
rozważ my  prostoką tny  element  powł oki  ABCD  (rys.  4),  którego  krawę dzie  są   zgodne
z  kierunkami  głównymi  1  i  2.  Rozpatrzony  zostanie  przypadek,  gdy  bruzda  jest  prosto-
padła  do  kierunku  1.  Zał óż my,  że  proces  tworzenia  się   bruzdy  został   już  rozpoczę ty
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Rys.  4

i  w  rozpatrywanej  chwili  grubość  powł oki  nie jest  jednakowa;  w  przekroju  A- A  wynosi
ona  gA, natomiast w przekroju  B- B,  biegną cym  wzdłuż osi  bruzdy,  grubość  jest  mniejsza
i  wynosi  gB.  Warunki  brzegowe  wzdłuż  dwu  przeciwległych  krawę dzi  AB  i  CD  są   tego
rodzaju,  że  pozwalają   na  swobodne  przemieszczanie  się   punktów  powłoki w  kierunku  1
przy zachowaniu równoległoś ci boków  AB  i CD,  których odległość b zmienia się  w procesie
odkształ cenia.  Z  warunku  tego  wynika,  że  przyrosty  składowej  odkształ cenia E2 są   sobie
równe  w  obu  rozpatrywanych  przekrojach,  a  zatem

(2.1)
db

=   ds2A  =  ds2B  =

Wzdłuż  dwu  pozostał ych  boków  rozpatrywanego  elementu  powł oki  dane  są   statyczne
warunki  brzegowe  w  postaci  jednostkowych  sił   Si  przył oż onych  do  dwu  pozostał ych
krawę dzi  AD  i  BC.  Ponieważ  oba  rozpatrywane  przekroje  A- A  i B- B  przenoszą   tę   samą
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siłę Si, przeto  panują ce  w tych przekrojach  naprę ż enia aiA  i a1B  muszą  speł niać zwią zek
B, któremu po wprowadzeniu  oznaczenia

(2.2)  u= £-af-

nadać  moż na  postać

2
(2.3)  o1AgA=j

Naprę ż enia  istnieją ce  w  obu  rozpatrywanych  przekrojach  muszą  ponadto  speł niać

warunki  plastycznoś ci:

(2.4)  ĄA  =  a\A~a1A  a2A+a\ A,

(2.5)  alB =   a l B l

Zał oż ymy, że wartość  naprę ż enia  uplastyczniają cego  w obu przekrojach  apA  i apB  zależy
od  istnieją cego  tam odkształ cenia zastę pczego  siA  oraz eiB  w myśl  zwią zku

(2.6)  ap=Caf  lub  J . ±   = ^ .

W  dalszych  rozważ aniach  ograniczymy  się do  przypadku,  w  którym  sprzę ż enie sta-
tycznych  i kinematycznych warunków  brzegowych jest  tego rodzaju, że stosunek naprę ż eń
gł ównych w przekroju  A- A,  a więc w miejscach  leż ą cych  poza  bruzdą,  nie ulega  zmianie

/„  ~  dalA  _  da2A  __  dapA

V- 1)  ~Z— — ~Z  '- ~~  ~~Z  •

W  przekroju  A- A  zachodzi zatem  odkształ cenie proporcjonalne, a przeto  stosunek  n

odkształ ceń  gł ównych  £3̂ /62 Je st  tam stały

(2.8)  n^
sJ±   ^

£2  de2

Natomiast w przekroju  B- B stosunek  odkształ ceń gł ównych zmienia się w czasie  procesu
zgodnie  z  prawem  pł ynię cia,

(2 9) =

de2  2o2B—a1B  '

które, po uwzglę dnieniu  zwią zku  (2.5) i oznaczenia  (2.2), napisać moż na w postaci

(2.10)  * Ł
de

Po  zróż niczkowaniu zwią zku  (2.3) i podzieleniu stronami otrzymanego wyniku  przez to
samo  równanie  (2.3) otrzymamy

(2.11)  .  —;  \ - deiA  =   \ - de3B- Ą  ,
OlA  G1B  U
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przy  czym

ae3A  =   i  cfe3B  =  •
gB

Równanie  (2.11) po uwzglę dnieniu  zwią zku  (2.7) napisać moż na również w postaci

du_  _  UdćpA  1  \   deu  idapB  1  \   deiB  detA

u  L\  do u  apAl  de.%  \  daiB  apBj  de2  de2
de2  J

Uwzglę dniając  zależ noś ci  (1.1),  (2.2),  (2.5),  (2.6),  (2.8)  i  (2.10)  równaniu  powyż szemu
moż na  nadać  jeszcze  inną   postać

,„   , „   du  im  2
(2.12)  —  =

'  u  \eiA

przy  czym  wchodzą ce  do  tego  wzoru  wartoś ci  siA  oraz  siB  zwią zane  są   dodatkowymi

równaniami

m  1  ,  l/ Ju  ,  1 \   ,r

1==+n+   — Idei,

(2.13)
~  /3

(2.14)  eiB  -

Równania  (2.12)—(2.14)  stanowią   ukł ad,  którego  rozwią zanie  pozwala  wyznaczyć
szukane  funkcje  EIB  =  eiB(e2)  oraz  u =   U(E2),  opisują ce  przebieg  procesu  tworzenia  się
bruzdy.  Moż na  wię c  tą   drogą   wyznaczyć  również  zwią zek  zachodzą cy  mię dzy  odkształ-
ceniami siB  oraz SiA.

Wyniki  uzyskane przez przybliż one rozwią zanie  tego ukł adu metodą  róż nic skoń czonych
przedstawia  linia  OBDF  na  rys.  3.  Linia  ta  odnosi  się   do  przypadku,  gdy  poza  bruzdą
wystę puje  stan  jednoosiowego  rozcią gania  naprę ż enia  G\ . Jak  widać  z  rys.  3  w  procesie
plastycznego  pł ynię cia powł oki wyodrę bnić  moż na  trzy  fazy.

1.  Fazę   pełnej  statecznoś ci  (odcinek  OB),  w  czasie  której  w  bruź dzie  spełniony jest
warunek  statecznoś ci  (1.26).

2.  Fazę  quasi- statecznoś ci  odpowiadają cą   odcinkowi BD  na rys.  3. W  tej fazie zachodzi
jednoczesne plastyczne pł ynię cie powł oki zarówno w  samej  bruź dzie  jak  i poza nią , z tym
że niejednorodność odkształ ceń szybko  się  pogł ę bia.

3.  Fazę  niestatecznoś ci, której  na wykresie 3 odpowiada prosty  odcinek DF  równoległy
do  osi  siB.  W  tej  fazie  odkształ cenie  koncentruje  się   wył ą cznie  w  bruź dzie,  podczas  gdy
pozostałe  czę ś ci  powł oki  ulegają   odcią ż eniu.

W  wyniku  istnienia  quasi- statecznej  fazy  procesu  najwię ksze  odkształ cenie, jakiego
doznać  może  cała  powł oka  (poza  bruzdą ), przekracza,  i  to  czę sto  bardzo  znacznie, war-
tość  odpowiadają cą   punktowi  B  wyznaczają cemu  zakres  pełnej  statecznoś ci powł oki.

Wartość  tego  dodatkowego  odkształ cenia,  zachodzą cego  w  quasi- statecznej  fazie
procesu  zależy  od  dwu  czynników:  wstę pnej  niejednorodnoś ci  powłoki  oraz  sposobu
obcią ż enia  powł oki  (stosunku  naprę ż eń  głównych).
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Należy  tu zauważ yć,  że w  celu otrzymania z równań  (2.12)—(2.14)  skoń czonej  wartoś ci
odkształ cenia  eiA  trzeba,  przy  wyznaczaniu  stałych  cał kowania,  założ yć pewną  wstę pną
niejednorodność powłoki, a wię c przyją ć  pewną,  mniejszą   od jednoś ci, począ tkową   wartość
stosunku  ga/ SA-  W  rzeczywistoś ci  niejednorodność  ta  może  być  spowodowana  róż nymi
czynnikami,  np. pasmowym  rozkł adem  zanieczyszczeń,  miejscowym  obniż eniem  granicy
plastycznoś ci, zadrapaniem powierzchni blachy  itd. W każ dym jednak przypadku  moż na ją
sprowadzić  do niejednorodnoś ci  geometrycznej, wyraż ają cej  się   począ tkowym  stosunkiem
gruboś ci  gB/ gA- Linia OBDF  na rys.  3 odnosi się   do powł oki o wstę pnej  niejednorodnoś ci
ia/ gA =  0.95.  Linia  OCH  przedstawia  dla  porównania  przebieg  odkształ cenia wą skiego
pasma  o  tej  samej  niejednorodnoś ci  począ tkowej  gE/ gA =  0)95,  zachodzą cego  w  warun-
kach umoż liwiają cych  miejscowe  zmniejszanie  się  jego  szerokoś ci.

0,8-

9B/ 9A  •   0.975

0,1 0,8 0,9 1,0

Odkształcenie  zastę pcze  w bruź dzie C • .
to

Rys.  S

Wpływ  wstę pnej  niejednorodnoś ci jest  bardzo  znaczny.  Widać  to  z  rys.  5,  na  którym
poszczególne  krzywe  odpowiadają   róż nym  wartoś ciom  wstę pnej  niejednorodnoś ci.

Drugim  czynnikiem,  wpływają cym  na  przebieg  quasi- statecznej  fazy  procesu,  a  wię c
i  na  wielkość  granicznego  odkształ cenia powł oki  poza  bruzdą   eiA,  jest  sposób  obcią ż enia
powłoki,  wyraż ają cy  się   stosunkiem  o1A\alB,  Zależ ność  ta  jest  przedstawiona  na  rys.  6,
przy  czym linia przerywana  oznacza przejś cie  ze statecznoś ci do quasi- statecznosci,  a  linia
cią gła  oznacza  osią gnię cie  stanu  pełnej  niestatecznoś ci.  Jak  widać  z  tego  wykresu,
najbardziej  niekorzystne  jest  rozcią ganie powłoki przy  zachowaniu niezmiennej  szerokoś ci
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odkształ canego  pasma,  a  wię c  gdy  ffz/ ci  =  112. Wówczas to  bowiem  zanika  przejś ciowa,
quasi- stateczna  faza  procesu,  a  graniczne  odkształ cenie  powłoki  osią ga  minimum.  Warto
również  zauważ yć,  że  w  przypadku  dwuosiowego  równomiernego  rozcią gania  (ffi  =   a2)
graniczna  wartość  odkształ cenia  jest  taka  sama  jak  przy  jednoosiowym  jej  rozcią ganiu
(a2  =  0).
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P  e  3 io  M  e

IIOTEPfl  yCTOftaHBOCTH  nJIACTHHECKHX OBOJIO^EK  IXPH  PACTJDKEHHH

B  pa6oie  p,aercn  cbopMynnpoBKa  o6mero  HanpaBJieHHH ycToiimiBocTH  TOHKOCT6HHOH

OSOJIOMKH,  noAsepweHHOii  paciH>KeHHio,  B  IIJIOCKOM  HanpH>i<eHHOM   COCTOHHHH.

pHfl  oco6wx  cnyqaeB  conpnweHHH  KHHeMaTHqecKicc  H  CTa- ra^eci- CHX  KpaeBbix  ycjioBHH  H  yKa3bi-

BaexcH  3aBHCiiMOCTt  Me>i<HY  ycjioBHHMH,  B  KOTOPHX  nponcxoflHT  npoi;ecc  nnacTiwecKoro  Te^eHHa

H  TOIKOH  noTepH  ycT0H«HB0CTn.  Bo  BTOpoH  qacTH  paSoTbt  aHajiH3HpyeTCJi  npoi(ecc  oSpa3OBaittM
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6opo3flbi  Ha noBepxHOCTH, pacrarHBaeMoro jracTOBOro  >Kejie3a  nocjie  BbHOfla  H3 oSnacTH

floi<a3biBaeTCa Taione,  I T O n pa  HeKOTOpbix  KpaeBbix  ycjiosiwx  HiweeT  iwecTO  npoMOKyToraaflj  TaK Ha3.

KBa3HycTofiiHBaH  (ba3a  npouecca,  BO Bpeiwfl  KOTopoft  npoHCXOflHT  aajibHefliuaH fle4)opMai(HH o6onoqKH

BHe  6opO3flbi,  He  CMOTpa  na  npeBwmeHHe  IO^IK H

S u m m a ry

THE  LOSS OF STABILITY OF PLASTIC SHELLS UNDER TENSILE LOADIN G

Gsneral condition of stability  of a thin- walled plastic shell, loaded by tension in plane stress conditions
is  formulated.  A  number of particular cases  of  coupling of  kinematic and  static boundary  conditions is
considered. Moreover, a relation between conditions of plastic flow  involved  and the point of  loss of  sta-
bilit y is derived.

In the second part of the paper the formation process of a neck beyond of the stability range is analysed
I t  is  shown, moreover, that in certain boundary conditions, an additional, intermediate, so- called  quasi-
stable stage occurs, connected with plastic deformation of  the  shell outside the neck in spite of  the  stability
point being exceeded.
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